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^ enjiéifùtfimo a/f avventurerò refi- 
/mi, cÀeaU'S. V. mi dirime yuan- 
tè) vi t>er/nadte Pi edacre il ^trim. ' or- 
namento %Sa mia ótetw/a analitica f 
ed eccitato àin 9' allora 9a una divota 
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^iro/tenàione verso / ' amfi&tóima Mr- 
tfema tf/e<Stra , àem/tre Ào so^irato i/ 
momento 9i ^^/ctervi manifestare cm 
so/enne attediate ? ossequiosa mìa de- 
ferenza j e Voi stesso , invitandomi a 
com/wrre ^teù M?. l£iceo m Sà- 
menfo ci' <7&jfeéra , mi avete everta, 
óem ' avvedercene t ima ée$a occa- 
sione ^ier tributarvi queti' oma^-io 
cÀe meritate. 

54nfa essere mfartmo ai' ama- 
éiie modestia? c4e noédmente vi ador- 
na ; con rammentare queéo- doti c4e 
nascondete a Voi stesso , 2irò c4e ri- 
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fitto nef 8. V. f a/la enìoà 9,1 
Sa?. 1%onte Z£eÙo Veàlre genitori , 
c4e me è dolce* /a cunt/iaa inymtittà 
del vedere cuore , c4e ^treji^o la eie- 
valcffa Sei veitre pirite , le* vostra 
copnipiont e l endtancalile voàtro feto 
a favore ò%' luoni Jttu£ t e comAen- 
aieri tutte tfà elojjp Secondi , eie rulla 
^uufruca età avete l'onore mfrt- 
Medére- alta? '<H u JUca edfryiene , e 



yoSete l' eniiicliata eterna Si un ' ,,-'<3>- 

ralile Sovrana . 

féominaamio tx carriera ov' altri 
■>wl terminarla, Ui frenate con &■ 
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' afeni/tw /a ytovenàv va-orcéa? 
nei dentiera 9e$a? virùt f e ^tife <jfie- 
rare a&& ^-jlwvera e nuda J^éóo^a 
ia '^jfìtetfóej.wne Qe ts-^ecenaées . 
t$4no con /irv$n9a oódervan^a 

Spacca ti. tylovemére/ ///<?. 



Dfno Sen." Olmo 
PIETRO FRANCHINI. 
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PREFAZIONE 



La pubblicazione di questi Elemen- 
ti , per ordine superiore quasi estem- 
poraneamente composti nello spazio 
di due mesi, è in doppia guisa diret- 
ta a promuovere V istruzione scienti- 
fica , agevolando cioè V intelligenza 
dell' Algebra con un facile insegna- 
mento, e procurando a tenue prezzo 
il testo delle annue lezioni . In esse 
abbiamo procurato di combinare la 
chiarezza, la eleganza ed il rigore, 
ed è stato nostro scopo d' insinuare 
la teorica, destramente associandola 
a frequenti e piacevoli applicazioni ; 
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metodo ', che solo può prevenire la 
noja incostante , e trarre util partito 
dalla curiosità giovanile , che ama 
la sorpresa e rifugge V uniforme se- 
verità didascalica . 

La trigonometria, a norma delle 
insinuazioni di Lagrange , vi è trat- 
tata coi soli mezzi dell' Algebra ele- 
mentare , quasi senz'altro estranio 
sussidio che quello del teorema Pi- 
tagorico ; e ci lusinghiamo che nella 
sua semplicità debba esser grata a 
chiunque non è insensibile alla vi- 
vacità del genio analitico . 

Anche la d ottrina de' poligoni 
comparisce per la prima volta negli 
Elementi , ma non teme , attese le 
facili sue forme e la spontanea fe- 
condità de' suoi principj , ^ f arv * 
meno decente od inopportuna com- 
parsa . Dappertutto , non eccettuata 
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V analisi semideterminata di primo 
grado, abbiamo avuto a cuore di 
accalorare V istruzione corredandola 
di scelti esempj , d'interessanti prò. 
blemì , e di nuoce indagini forse non 
disadorne ne inutili . ■ Possa V in- 
dustriosa e docile gioventù Lucche- 
se , valutando V importanza del dop- 
pio incoraggimento che riceve , mo- 
strarsi non indegna dell' alta prote- 
zione che la circonda , e noi ci com- 
piaceremo d' aver cooperato con uno 
straordinario sforzo al più rapido 
avanzamento di uno studio , eh' è 
fondamento di molte scienze, pre- 
sidio e decoro d' ogni liberale disci- 
plina , 
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LIBRO I- 



TEORICA DELL'ALGEBRA 
ELEMENTARE 

INTRODUZIONE 



§. i. .Li Algebra insegna ad accennare con pre- 
cisione e semplicità, per mezzo di pochi segni 
combinati con le lettere dell'alfabeto, le opera- 
zioni che l'aritmetica eseguisce su i numeri , ed 
il passaggio da questo calcolo a quello , fu na- 
turalmente buggeriti) da varie classi di quistioni 
numeriche letteralmente simboleggiate, delle qua- 
li insigni esempi ci rimangono nelle Opere di 
Euclide e di Dtofanto . 

Nel suo piti ampio significato l'algebra, altri- 
menti detta analisi finita , addestra e guida l'in- 
gegno nella soluzione de* problemi proponibili 
sulle quantità , ed a quelli altresì non di rado 
si estende , che al vivo interessano le scienze mo- 
rali od astratte , commercio , economia politica, 
giurisprudenza ec. Vediamo intanto i tenui prin- 
cipi , ^ a cu ' l'analisi finita quasi insensibilmen- 
te deriva , per dilatarsi a guisa di r«at fiume , 
e portare superbo tributo all' immenso Calcolo 
ebe Infinitesimale si appella . 
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CAPITOLO L 



Calcola letterale e prime nozioni dell'analisi 
§. 2. Essendo a, b, quantità note , si è convenuto 



I. Che a -+b,a—b, ( aXb , a&\ , f a : b ,jr 



respettivamente rappresentino la somma, la dif- 
ferenza, il prodotto, il quoziente, delle mede- 
sime, ed a-t-b , a — b diconsi b'mom} perchè due 
sono le sue parti ( o termini ) distinte con uno 
de' segni -i-, — . Cosi a-+b — c è un trinomio ec. 
ed in esso il termine a si riguarda come positi- 
vo , il termine — c come negativo . Polinomio è 
un'espressione composta di più termini . Si usa' 
il simbolo (a—b)(c — d) od a—b.c — d per signi, 
ficare il prodotto di a — 6 per c — d. 

II. Che il segno — {eguale ) indichi equi- 
valenza: che un'espressione come ax-t-b=c , di- 
casi equazione ed ax-+b ne sia il i." membro, 
il monomio c il 2.° 

L' identità ab ijtb comprende 1" equivalenza ma 
non viceversa, perchè un quadrato a 2 può bensì 
equivalere ad un rettangolo bc , ma non mai 
coincidere con esso. 11 segno .;■ , adoperato da 
Carnai e (Sa/m , si estende agli oggetti the pos- 
sono sostituiti gli uni agli altri, rome un (iato 
punto a e l' jo ter sezione di dut rette che io a 
s'incontrano. 

IH. Che scrivasi ìt per a-t-a, 5 a per 
a-w-*a, ed in generale 

na per a-t-a-t-a . . . ( a volte ) . 
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Come pure a 1 per aa , n 3 per aaa , .... ; 
a' per aaa . . . ( n voi. ) e perciò a "** in vece 
■di <T.a" 

Le cifre 2, 3,... R diccnsi coefficienti nel 
1. caso, esponenti nel a. 1 

§. 3. Volendo prevenire il rincrescimento che 
ispirar suole la motliplicità delle regole , e por- 
gere ai principianti una piacevole occasione 
d'istruirsi, sospendiamo la discussione teoretica, 
e ci proponiamo alcuni facili quesiti. 

Probi. i.° // maestro ha 5a anni, ne ha 16 
il suo scolare: quando l'età del 1° diverrà dop- 
pia di quella del x.° ? Soluz.n' Chiamo a: il 
n.° degli anni che debbono passare sino al mo- 
mento richiesto, e veggio che se il n.° x è giu- 
sto dev' essere 

n(x-\-l6) OSSia 2X-&2r=X-*&2. . 

Siccome /' equivalenza di due quantità non sì 
altera se l' una e Coltra egualmente si modifica 
con una stessa operazione tolgo x da ambe le 
parti ed ho x-t&2=52 , e sottratto anche il 
n.° 3a trovo ,r=20. Infatti 52-+20 , ossia 72, è 
il doppio di i6-Hio=36. 

Probi, a." Qual'è il prezza di due perle che 
insieme valgono lire 586, e di cui la migliore 
ne costa 77 di più.? Soluz,™ Detto x il prez- 
zo della a.a perla è .2*4-77 1 ue " 0 della 1.' ed 
x-+7J-i-x , ossia a;c-t-77 < ' ev ' equivalere a 586. 
Si ha pertanto l'eq. 3^-1-77=586, e non si trat- 
ta che di appurare il valore dell' incognita x, 
per lo che bisogna lasciarla sola in uno de'due 
membri. A tale oggetto comincio dal sottrarre 
77 ed ho 

2*C~ 586— 77)=5og : 
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divido per i e trovo <r.=254^, n.° soddisfacente 
perchè i544-+77=55 1 5 (prezzo della i. a perla) 
aggiunto a i54i (prezzo della 2. a ) dà 586, e 
35;i— 2 54i è 77 come ec. 

Probi. 3.° Una società composta di un ignoto 
numero di persone si risolve di fare una splen- 
dida veglia di balla , valutata 109 zecchini, e 
per supplire alla spesa ciascuno ne deposita due, 
con la condizione che la m'issa de' nuovi contri- 
buenti da invitarsi , debba essere impiegata in 
disgravio delia loro. Si sa che il numero dei 
contribuenti suddetti è stalo un terzo di quello 
de' socj più due , e che la spesa de' socj si è co- 
sì ridotta ad uno zecchino. Si dimanda il nume- 
ro degli unì e degli altri. Soluz." Sia x il 
n.° de' socj e sarà quello de* contribuenti; 

ma per ipotesi la somma delle due partite 
A' x"', a (JaM-a) 1 * 0 ', dev'esser' eguale a 109 : 
dunque 

La moltiplicazione per 3 dell'uno e dell'altro 
membro, giovando a distruggere il denominato- 
re della frazione , deducasi 

5.r-i-~jX2j:-+3x4=3xi09 ossìa 5ds-l-3a:*+ia=32,7 
Quindi 5x-t-i 2T=5a7 , 5.z"=3s7— i3=3i5 ed 
:r=^— 63, a.° de' socj; y -+2=2Sjii° de' con- 
tribuenti . Infatti 1 . x63-t-aX33=i 09 come ec. 

Probi. 4-° Due capitalisti negoziano insieme 
il valsente di /fi mila lire: uno ha dissipato con 
false speculazioni il terzo, ( altro il quinto del 
suo capitale: la perdita di tutti e due essendo 
di 1 1 mila lire , cercasi quanto fosse in origine il 
capitale di ciascheduno . Soluz." Detto x il ca- 
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pitale dal ì° negoziante, la sua perdita è ^ 
quella ilei a." Z pooo— oc , e dee'si avere 




mooo . 



Tolti i denominatori mediante la moltiplicazio- 
ne per 3x5 si ritrae 

5 x~h 1 35ooo — hx= 1 65ooo 
e sottratto i35ooo dai due membri, dopo la ri- 
duzione di 5 x — 3:ea22:, ottiensi a.z=3oooo, eq. 
che divisa per a dà x=i5ooo. I capitali richie- 
sti sono dunque 

i5ooo e 45ooo — i5ooo ossia 3oooo lire. 

J. 4. Le tracce epe abbiamo seguite , siccome 
indipendenti dal particolar valore de'n.' assegna- 
ti, spontaneamente si adattano ad un linguaggio 
generico mediante la sostituzione delle lettera 

Sia E l'età del maestro, e quella dello scola- 
re, m il molteplice della a. É a cui vuoisi ridotta 
la 1.» , e si avrà 

m(e-+x) ossia me-\-m&=E-±x , 
e tolto x , indi me , risulta mx — x=E—me , 
ossia (di — i)x=E — me, eq. che divisa per m — 1 

dà la soluzione generale x ^~^~- ■•;•■:■:(*) 

Questa, facendo £=5a , e=iG ed in=a ripro- 
duce, com'è naturale, la soluzione del proble- 
ma 1°: dimostra che la possibilità del quesito 
suppone £>me , e presenta nella espressione 

"^Z™— il sistema delie operazioni che si debbort 
fare sulle quantità date per ottenere in ogni ca- 
io la bramata soluzione . Tal sistema dicesi for- 
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L' analisi finita ha dunque i'inestimabil pregio 
di assegnare i limici che circoscrivono la possi, 
bilìlà del problema , e dì compendiare in una 
forinola tutte le particolari soluzioni del mede- 

Una formola prende il nome di funzione quan- 
do si considera per rapporto ad una o più quan- 
tità in essa comprese. Cosi 

33% Zx+b, sono funzioni d' x : 
x*-+xy ,y*-Hix-+b, sono funzioni d' x e d'y. 

§. 5. Per trattare il problema come l'antec 
dicasi j la somma deprezzi, d la loro differen- 
za, e l'eq. 2.1.— 77---"iSii tln'e'rrà 2x~t-d=s . Tol- 
to d resta 2x=s— d , e fatta la divisione per 2 
ri ha cc=Ks—d)=is—y. 
Il prezzo maggiore x-Hl è dunque §i — \d-±d 
ossia %s-+ld . 

Le formole {x=$(s—d), x~+d=i(s-KÌ)) ... (b) 
insegnano che il maggiore di due ri.' de' quali sia 
data la somma e la. differenza, è uguale alla 
semisomma più la semidifferenza, il minore alla 
semisomma meno la semidifferenza . 

Si cerchi per esercizio la soluzione generale 
de' problemi 3.° e 4.° 

§. G. Prescindendo da ogni accidentale modi- 
ficazione, il metudo analitico che ci lia guidali 
nelle soluzioni antecedenti è uniforme, e basta 
esprimerne il significato con le parole perchè di- 
venga una sicura norma per tutti i problemi 
di i." grado . 

Regola generale . Espressa /' incognita con un 
indeterminato sìmbolo, che suol' essere una delle 
ultime lettere dell' alfabeto , (u , x , y , z) , si 
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facciano su di esso le operazioni che sì farebbe- 
ro per verificare il n° cercato, qualora si pre- 
sumesse di conoscerlo, ed ottenuta così l'eq. del 
problema, d'altro non sì tratterà che dì libera- 
re l' incognita dalle quantità che la modificano , 
per lo die si richiedono e bastano le operazio- 
ni contrarie a quelle da cui restò modificata. 

§. 7. Ad aggetto però dì prevenire ogni pe- 
ricolo d'errore fa d'uopo notare 

1. die per sottrarre una quantità negativa 
le si .di il segno -+ . La ragione si è che quan- 
do dal n.° la si vuol sottrarre 5 — 3, vale a di- 
re eh.: si -cerca 11— (5— a) , scrivendo- 12—5 
cioè 7, si ha una differenza rnincr* del vero, il 
cui difetto 2 , a- che si <arcl.be dovuto toglie. 



rond* legitl 



-(3-2)-.-'*- ■ 5 .-2-9 ; 



nle 



a— (b — c) =a— b-+c ; 
Ciò si conferma con una prova d. fatto, median- 
te l'addinone di c si ad a che a Ir— c, [ il che 
non altera la differenza a—'J—c) ] poiché nn 
proviene 

a-^c— (b— c-t-c) culi a a— c~ b . 
II. Che -+-x — dà — e — X— dà -+■ . Infatti , 
per ridurre il prodotto a(c — 4) alla sua più pre- 
cisa indicazione altro non j>uò farsi che molti- 

me ac equivale ad a presa c volte , mentre do- 
vessi prendere d volte di meno, si diminuisce 
ac del prodotto ad, scrìvendo ac—ad. 
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Per verificare la a.> regola sostituiscasi k ad 
a-t-b in (a—b)(c—d) ; deducasi h(c—d)= 
hc—kd=(a-~b)c-~(a—b)d=ac—bc—(ad—bdì ; 
e poiché pel n.°I. — (ad — bd)=—ad-¥bd , 
si vedrà essere (a— £)(c— d)=ac — bc — ad-+bd 
cioè — 5x — d^+bd. 

IH. Che il quoziente _y è =—9= — 5-, 
altrimenti la moltiplicazione del divisore pel 
quoziente non riprodurrebbe il dividendo. Co- 

§. S- Altro adesso non ci resta che applicare 
la precedente regola e quelle del $. 2 n.° III. 
alla moltiplicazione ed alla divisione di un po- 
linomio per un altro . 

La definitiva indicazione del prodotto di due 
polinomj si ottiene moltiplicando ciascun termi- 
ne del i.° per ciascuno dell'altro, e per ciò ba- 
sta saper moltiplicar due monoraj fra laro come 

Il prodotto totale P risulta composto di un n." 
di termini , eguale alla somma di quelli del mol- 
tiplicando M e del moltiplicatore m 

Esemp. 1.° 5^-+aax~ la* M 

x'* fytX t J7l 

Zx*-\-zax :i — 3a^ a p z 

— naa: 5 — Sa^x^-t-na^x . . p 2 

dove il trinomio p, è =x*M, p.^-tpx.M. 
1 termini sax 3 , max 3 , come pure 5a i x*,Ha'*x' 1 , 
si chiamano statili perchè contengono le stesse 
lettere, e queste affette dagli stessi esponenti . La 
respettiva somma 0 sottrazione de' medesimi di- 
cesi riduzione e mai non si trascura . 
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Esemp. 



* a— zb-t-Zc . . 
aa-*-^b—5c 
aa 1 — hab-^Sac 

■^ab — 86 2 -+ 
— 5oc h 



ao* -+ac— Bb*-i-2ìbc— 
§. 9. Anche la divisione .di un polio 
in altro dipende da me" 

6a'*b s cZab s, d= 



quella di due : 

"teWdT^a b* d~ 2a _ <t' 
è questa la divisione semplice. Nella divisione 
compoila si suppone che il dividendo e il divi- 
sore abbiano qualche lettera comune , e che i 
termini dell'uno e dell'altro siensi disposti secan- 
do l'ordine degli esponenti di una stessa lette- 
ra, cominciando dall'esponente massimo. 

Divis." Dividi 
Esem. i.° a-b) aa s -5aÌM-36 ! 

— (za— zab) 
—5ab-+$b* 



-$ab=-Zb. a=-Zb 



-Zb(a-b)=-lab-*-W 

Divis.» Q» 0 *" 
Es.2.° 3^-2) 5a:*-t-C9a-a)x3-6ax 2 -8ia;H-56 

gas; 3 - 6ax z -*8ijt-+5G 
-qaa; 3 — i-Soj:' 1 



-«.ar-t-fiS 
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ìs. S.° i 2 -i-&-^9) z'^^-t-gz '-372-54 
- a*-6z 3 -gg» 
z a — 27Z — 54 

-&z*-56z — 54 
-^ 6a B H-56z- t-54 



5- 10. Si è veduto (5- ant. ) che il quoziente 
ài un termine per un altro , che sia composto 
delle stesse lettere, si ottiene con prefiggere al- 
le lettere la differenza de' respetlm esponenti , 
mentre loro si prefigge la somma (§, 2. n.° III.) 
se sì tratta di moltiplicarli. È chiaro infatti che 

z; — .a 3 =i3 3 =a s "" E , cosi dev'essere 



sari il significato del respettivo risultamelo 
Rispondo che nel 1.° caso è a°= a =I : 



Che nel a.° è a P=± 



a m ^P a m .aF a m <P a p 
m 

Si può dunque stabilire che equivale ad 
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a m ~ n purché si convenga che a" esprima l' uni- 
tà e che a~P sia =i- . 

aP 

C A P' ITOLO II. 

Riduzione sì de'rotti cìie della loro somma 
alla più semplice espressione . 

§. ii. La difficoltà che s'incontra nel conce- 
pire il valore di una frazione composta e neli' ap- 
plicare ad essa le note tegole del calcolo aritme- 
tico, ha consigliata la ricerca del massimo fat- 
tore contenuto ne'suoi termini, qual'è per esem- 
pio i3 per rapporto alla frazione 
143=11.15 = 11 , ed 
63 7 49.15 49 

a -k> in a ì b _^ b i~ ^^.^=-1 ■> 
poiché togliendo con la divisione il fattore an- 
zidetto, resta una frazione equivalente, dotata 
della massima semplicità. Diviso 'A termine mag- 
giore A pe! minore B , dove per termini s' in- 
tendono il numeratore ed il denominatore, se 
abbiasi 

^.=^H-£_e però A=qB-i-r ed A—qB=T, 

è chiaro che il n." n, massimo divisore di AeB, 
dee dividere il residuo r, altrimenti l'intiero 

A—qB ' : r 

— — risulterebbe eguale al rotto — , il cha 

contraddice . Si tratta dunque di rintrac- 
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ciar k m j£-> frazione meno composta di — per- 
chè (Aritm.) '■■<£ : "è può supponi che r, E 
ammettano un divisore h>«, poiché risultereb- 
be A(=qB-±r) divisibile per A, e n non sareb- 
be il massimo fattore in A e'B contro l'ipotesi. 

Sia —=?!-(-— , cioè B=j,r-\-r, e B — <j t r— r, , 

e si vedrà che k non può dividere B ed r senza 
che divida r, : siamo dunque ridotti ad appu- 
rare j in -, rotto più semplice di per- 
chè r,<r. 

Sa proseguendo si giunge ad un residuo onde 

sia per esempio — , ovvero —=q % , ec. si ha 

K=r, nel i.° caso, =r 2 nel s.° , ec. Infatti, 
un n.° >r, non divide r ed r, ; un n.° >r a non 
divide r t ed r à e cosi ec. ed un n.° -cr, non 
sarebbe il massimo divisore di r ed r t ; un 
a." -cr a non sarebbe il massimo di ed r B , 
e cosi in seguito . 

L'ultimo divisore esatto è =i quando la Fra- 
zione sia irreduttibile . 

Esemp. i.* Volendosi la minima frazione equi- 
valente a si opera come appresso : 

(-g=*,6S=S..5 
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come pure di 647=4.1 1.i3-t-5.i3=4g.i3 . 

Un n.° >i3 non avrebbe potuto dividere il 
residuo i3 derivato dalla 3.' divisione . 

Esemp. 2.° Sia data la frazione 



i^a 2 moltiplico il dividendo per 2, numero che 
non essendo comune ai termini del divisore non 
può aver parte nel fattor massimo che si cerca. 
Trovato il residuo 3a a £-wS B — fó 3 sopprimo b 
per la ragione addotta , e divido 

3(4a a — bab-th'*} per 3o a -wj6 — bfi % (*) 
11 quoziente è 4 > residuo i$b(b — a) , e sop- 
presso :o,i resta da dividersi 

3a a -Hj£ — i\b" per — a-+b ; 
e siccome ne viene il quoziente esalto 
— 5a— 4* sì ha a-+b , e h» proposta si ri- 



Si dimanda il massimo divisore per cui mez- 
zo la frazione 

5a 3 — iZa 2 b-+iiab a — Gi 3 

si riduce a 5o a — Safr+ai» . 

•ja — 3Ò 

$. i>. Anche la somma delle frazioni può so- 
vente ottenersi sotto una forma che sia la più 

" poà dhifcra 4.(s 0 ^ +a t_4J*)p«*^ , — Sai-)** ■ 




6g3— Sa* b-nab*— ib* 

4a a — Sab-Ù* 
-. eseguibile la divisione di Ga 3 per 
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semplice, e giova molto rintracciarla direttamen- 
te, poiché si rende più spedita la riduzione al 
medesimo denominatore, e si evita la necessiti 
di applicare alla somma il prolisso metodo del 
massimo comune divisore. 

Volendosi per esempio |-+f ■ siccome 6(=2.3) 
contiene il denominatore 3 , moltiplico i termi- 
ni delia i." frazione per 2 ed ho 

2 5 1 
SÌ debbano sommare ^- g- — ■ 

Essendo 6=2.3, 12=2.2.3, moltiplico i termini 

di |- per 2.3, quelli di g-^^r per 2 e trovo 

8 IO !Cj_ 7 



Se la somma richiesta sia 



noto i fattori di tutti i denominatori , ed avendo 
riconosciuto che sono 

2,2,2,3,3,5,7,11 , 
concludo che i termini delle successive frazioni 
si debbono respettiva mente moltiplicare per 
2.2.2.3.3.7. u; 2 2-35.7.II ; 2.2.2.3.3.5.1 1; 
3.5.5. 7. 11, ec. Fatta l'operazione si ottiene la ri- 

chiesta somma — = ih (*) 

27720 27720 
Basta dunque moltiplicare 1 termini di ciascu- 
na frazione pel prodotto de' fattori semplici com- 
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ponenti i denominatori delle altre , e che non si 
trovano net denominatore di quella su cui si opera. 

Trattandosi di frazioni letterati l'operazione è 
più facile. Vogliansi per esempio sommare le 
- . . a c d 

Gli elementi de' denominatori essendo b,b,f,g t h, 
si moltiplichino i termini della i.» per gli, quel- 
li della a.» per bjh , della 3. J per b*g e si ri- 

agh-+bcf h-hb 2 dg 

J, i3 Si prova come nell'Aritmetica cha 

— V — — ~ A atC — ad 

b*a~bd b ~S~To 

C A PITOLO III. 

Combinazioni e permutazioni . 

§. 14. Quando si lia un certo nura."di elementi, 
che sieno per esempio earte da giuoco , lettere , 
numeri ec. si pu6 supporre e talvolta succede, 
ch'essi semplicemente coesistano a due per due, 
o a tre per tre ec. come le carte in mano dei 
giuocatori , ed i num.> de' biglietti nel giuoco del 
lotto; non di rado avviene che si debbano som- 
mare insieme, il che si verifica quando si scom* 
mette di fare un certo punto gettando un da- 
do due volte, ovvero gettandolo tre, ec. e spes- 
so si rende necessario il sapere quanti sieno i 
prodotti binar j , ovvero i ternarj, ec. di un da- 
to numero di quantità . Tali assortimenti dicunsi 
combinazioni , e prendono il nome di permutazio- 
ni se in esse vogliasi variato l'ordine in tutte le 
maniere possibili . . 
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Le combinazioni binarie degli elementi a, b, e, 
se si considerino nel triplice significato sopra 




ab - oc , bei 
ed anche ammettendo la ripetizione di uno stes- 
so elemento, il numero de' risultati è uguale in 
ciascuna delle tre ipotesi. Permutando tra loro 
te lettere in ab, ac, bc, si ottiene 

ab , ba ; ac, ca; bc , cb- ossia 
a(b,c), 6 (a, e). c{o,A)j 
e se gli elementi souj qu.iitro 
a (b,c,d), b (a, c, d),c (a, b, d) ,d (a, b, «). 
Il numero degli clementi esondo m, jIIj siniilra 
di n ■ i.m si collocano tutti gli altri m — i e 
>■ f.inndno m classi , ciascuna delle quali com- 
prende m -t assortimenti) perciò il numero drlle 
permutazioni lunarie è generalmente =rn(<n — i). 
P ( rr formare le perni u la zioni ternarie scrivami 
alla sinistra di « le pernio la ito ni binarie fra 
b, c, d ec. alla sinistra di A le permutazioni co- 
me sopra fra gli elementi a, e, d ec e cosi fi- 
no al fl»."'™ elemento, il che equivale a prende- 
re m volte le permutazioni binarie fra m — j 
elementi , permutazioni il cui numero è 
(m — i)fm— 2) : per conseguenza quello che ti 
cerca è m(m — i)(m — i).Ecco il tipo dell'ope- 
razione . Fra tre elementi 

a(bc,cb), A(ac,cn), c(ab,ba) , cioè S.i.i assort.' (*) 
Fra quattro elementi sono 4.3.1=24, cioè 

jbc, bd , ed ,\ i(ac,ad, cd\ 
a \cb,db,dcJ b Kca,da,de) 
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al 

/ab , ad, bd\ , ( ab ,ac,bc\ 
c {ba,da,_db) \ba,ca,cb) 
Per cinque elementi 

ibc.bd, be,cd, ce, de\ 
Ub,db,eb t dc,ec,ed}' 
,/ac, ad, ae, ed, ce,de\ 
\ca, da , ea,dc, ec, ed) 

Nel 5.° esempio ogni classe comprende 12 as- 
sortimenti e le classi sono cinque: In tutto 
5.43=6o assortimenti 1 

Si formano le permutazioni quaternarie situan- 
do alla sinistra di ciascun elemento le permuta- 
zioni ternarie fra tutti gli altri m—i elementi, 
permutazioni il cui n.° è (m— i)(m— 2X01— 3), 
e perciò si ha ,j( m -_ I )( m _3) ; e perchè 

l'esposta derivazione manifestamente si estende 
alle permutazioni di qualsivoglia ordine n. aima 
si può stabilire che il numero di tutti gli assor- 
timenti possibili tra m elementi presi II alla vol- 
ta è ac«_ I?c «_ aJ . [ m - C „-o] . . ;<a 

5. 10. Se ciascun elemento può ripetersi , al 
numero m(tn — 1) deesi aggiungere m , perchè 
altrettante sono le somme a-+a, b-+b ec. altret- 
tanti i prodotti aa, bb ec. , ed il numero delle 
permutazioni binarie diviene m(m — i)-+m os- 
sia m". 

Si passa nella stessa ipotesi alle permutazioni 
ternarie , collocando ciascuno degli m elementi al- 
la sinistra di ciascuna permutazione binaria , e 
ciò produce m.m ì =m 3 . In generale, se gli ere- 
menti possono ripetersi fino ad n volte, il total 
numero delle permutazioni è . Cosi il nu- 

mero de' casi che possono darsi quando si getta 
due volte un dado è =6 1 ossia 36, dove G è il 
numero de'punti indicati dalle sei facce del da- 
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do ; casi che, non computando ! numeri ripetuti, 
comprendono undici punti tra loro diversi, e 
sono 1,3,4,... 1 1 ' 1 2 ' " numero "V casi sa- 
rebbe 6^—46656 se il dado si gettasse sei volte. 

tj, 16. Siccome le permutazioni binarie, con- 
tengono ab e ha; ac e ca; bc e cb ec. il loro 
numero è doppio delle combinazioni analoghe : 
perciò quello delle combinazioni di m elementi 
presi a due per due, risulta ■— "'('" 0 _ 

Tra le permutazioni ternarie trovasi abe , acb ■ 
bac,bca; cab, eba; cioè 6(=2.3) assortimenti 
relativi ad a,b,c; altrettanti ad a,b,d; ec. 
Dunque il numero delle combinazioni di cui so- 
pra, vieti' espresso per — 0_ gi ¥e( j rà 

che nelle permutazioni quaternarie ogni combi- 
nazione è ripetuta 24(1=3.3.4) volte, e prose- 
guendo si concluderà che in elementi presi n al- 
la volta , danno 

K ll x "T''": [ "Tr~' )] —!*-'■•-«> 

formola a cui , quando ciascun elemento può ri- 
petersi fino ad et volte , si dee sostituire 
i»(B-nX«-ti) . : . [m-w— 1] 

a . 5 n * ' ' * W 

Per esempio se gli elementi dati sono a, b, c, 
si hanno le seguenti combinazioni ternarie conte- 
nenti le ripetizioni: 

obe, a a ò,a a e,b a a, 6 a c,c E a, c 1 ^, a 3 , fi 3 , c 3 , 
e la formola (e) si riduce a 

2 . 5 - a ;»="°> corae 
Si hanno sei palle in un'urna e ciascuna per- 
la impressa una delle prime sei cifre non ripe- 
tute. Posto che si estragg "o tre palle rimetten- 
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do ad ogni estrazione la palla estratta nell'urna, 
quanti souo i diversi casi che possono darsi 7 

La forinola (e) dà $3$=56. 

§. 17. Si dimanda il numero degli ambi e 
quello de' terni, che possono formarsi coi 90 nu- 
meri del giuoco del lotto . Rispondo 
±m(n7 — 1 J= ì g o-S 9=4 S . 8g— 4oo5 . . . ambi: 
y,(m 0 ! ;»i-^4oOT.Si8=i335.88— H748o...terni. 

5. 18. Gettando un dado tre volte si possono 
fare sedici punti diversi, cioè 3, i\, 5 , 6. . .18.; 
le combinazioni sono, come nel problema dell'ur- 
na, 56; le permutazioni {1 5) sono ai6(=6 s ) , e 
costituiscono altrettanti distinti casi da contem- 
plarsi ; d' altronde non evvi che un solo caso fa- 
vorevole ai punti 3, 18; dunque alcuni punti 
debbono succedere in più maniere, e può darsi 
che uno sia più probabile di tutti gli altri. Cer- 
chiamo di verificare questa congettura , forman- 
do un metodico prospetto di tutti 1 casi, pro- 
spetto la cui orditura dipr-nri? dal n." delle com- 
binazioni fra tre elementi nelle due ipotesi t.° dio 
sieno diversi; i.° che due sieuo eguali ( 14 
Esernp. i.'Nota ) 
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Siccome le sette colonne che restano danno 
con ordine retrogrado lo slesso respettivo n.° di 
casi corrispondenti alle cifre 9, 8 ec.,i punti del- 
la massima probabilità esistono e sono io, il J 
perciò la scommessa su i medesimi è più van- 
taggiosa , ed il vantaggio cresce quanto più sia . 
piccolo il n.° scelto per la scommessa contraria (*) 

(..19. Volendo il n.° delle combinazioni di m 
elementi, presi m— n alla volta , sì sostituisce 
m—n per ti in (d) (i5) e si ha 
m(m— x)(m— a ) . . . ( n ^X"-+>) ,,. 

a.3 . . . . . (m-n) ' ' ■ « 

-Q...(»t-«-H) _BlfW-0 . .. Ifrj-l) 

• 3 « - 

fatta la riduzione al medesimo denominatore , 
somministra le [unzioni identiche 

Dunque il numero delle combinazioni tra m ele- 
menti presi n alla volta coincide con quello che 
si ottiene prendendone m — n . Ciò sovente gio- 
va ad abbreviar di molto l'operazione . Se dimanda- 
si per esempio in quante maniere i5 elementi pos- 
sono combinar^. prendendone l3 , si appura la 

foratola 18 * ì < =i5-7~ io5. Infatti ogni com- 

binazione di i3 elementi ne produce una dì due. 

l~ia«cnnj di-llr f- iìii'.U' (<!, :'/, ( si prt-fcr in-e 
la più comoda) in>egna in quante maniere m 
elfincnti si possono spatti re fra dm: persone in 
guisa, che una ne- abbia n , l'altra m — n. Gli 
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elementi siano per esempio io carte da gioco ed 
uno debb' averne sette, l'altro tre, ed i casi pos- 
sibili saranno ^gUs. »,«=!«>. 

§. 20. Le anzidette forinole servono altresì di 
scorta nella ricerca di tutti i divisori semplici e 
composti , sì di un n.° che di una funzione let- 
terale, nell'ipotesi però cbe i divisori semplici 
sieno tutti fra loro diversi , poiché da esse si rac- 
coglie quanti esser debbono i divisori doppj , 
quanti i divisori tripli , ec. Le medesime danno 
anche una formoli esprimente il n.° di tutti , 
non esclusi i divisori semplici ed il prodotto di 
tutti, e talformola è (t-n)"— i=a!"— r; ve- 
rità di cui per altro non possiamo presentemen- 
te assicurarci cbe per mezzo dell'induzione, fa- 
cendo successivamente m— .2,5,4 ec - nell'eq_ 
m-H nQ— Q m(m~ O pn— 0 

a ».5 ' " ' * 

m(w-iXm-i) t w(m— 1) _ m 

* 2T5 2 -™-+ Iea » 

dove il 1.° membro finisce col i. a termina quan- 
do 2 , col 5.° quando m=3 , ec. 

Il a° i™ — 1 coincide con quello de' termini di 

O-NijX'-wOC'-^a) ■ ■ ■ • C'-H 3 -)— 1 
ed in questa funzione restano implicitamente 
comprese tutte le combinazioni di cui si tratta. 
Si ha per esempio Ci-Ha l )((-t-a a )(i-Hla) — ' 
=a t -t-a !l -+a :t -+a 1 a ii -+a l a :i -^a i ai-mtOaa i • 
j. 21. Per supplire alle formule (d) , (f), ch« 
divengono insufficienti quando alcuni elementi 
sono eguali, proponiamo per le combinazioni dei 
respeltivi ordini , o, 1, », 3, le seguenti : 
Sia m=n-+p , dove n esprima un dato n. a di 
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elementi diversi,/! un n.° di elementi eguali ad 
uno degli a, cosicché se abbjansi a ,a , a,b , c, 

I. Essendo p qualunque, il n.° delle combina- 
zioni binarie è — in(n — . 

II. Quello delle ternarie , nelle recettive ipo- 
tesi di p=i , p>i , viene espresso per 

nfr-Qfr -,) „(„-,)(„ _,) 

HI. Il numero delle quaternarie è 

gfw— iX n— *)(n— 5) nCn— 0 

iTJTJ ► j eepsa 

S- 33. Eccoci all' indicato riscioglimento d' una 
quantità composta, numerica o letterale, ne' suoi 

Trattandosi di un nura.' ti eerebi nella tavola il 
minimo suo divisore: notalo il quoziente proce- 
dasi alla ricerca del nuovo divigor minimo, e co- 
si ec. De' divisori suddetti e dell'ultimo qucii<:o- 
tc ti formino i prodotti di tutti gli ordini e si 
avrà ec. àia per esempio 47985. 
Div. min. 3; quiz. Nuovo div. min. 3, 

qiioi. 1C887; 3." div. min. 3, quoz. 36i<): e per- 
chè questi è =19X191 si ha 

3,5,3,19,191 .... (div. sempl. 

9,57,575,3639 . . . . ( div. doppi 
37,171,1719,10887 . . . ( div. tripli 
5 1 3,5 157,32661 . . . . (div. quadrupli 

5. 23. La teorica delle combinazioni e permu- 
tazioni essendo fondamentale, prima di lasciarla 
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ci è d'uopo addurre un' adequala dimostrazione 
delle forinole (c) , (d) (14 e 16) . 

La richiesta funzione di m ed B, esprimente il 
n.° delle permutazioni fra m elementi presi n alta 
volta , dicasi y m ft e si vedrà ((4) , che n 
equivale ad un num.° composto di m classi, cia- 
scuna di un egual num.° di termini, e consisten- 
te nelle permutazioni fra m— 1 elementi presi 
n— 1 alla volta, alla testa de' quali siavi l'ele- 
mento che manca fra gii m — 1 contemplati, tale 
essendo (§. eie.) la più semplice maniera per 
formare ecn sicuro metodo le permutazioni degli 
ordini successivamente più alti. Il simbolo gene- 
rale dell' indicata derivazione successiva è per- 
tanto y m n ==m y m , „-i ' e P ercne m ' n ra P" 
presentano due intieri qualunque, tali però che 
sian-<in,si può sostituire m — 1 per m ed n — 1 
per n onde avere Y m _ t n -,—( m n - a * 

Ripetasi la stessa sostituzione iu questa eq. e nel- 
le susseguenti , finché giungasi ad una trasforma- 
ta il cui i.° membro sia j ,i e siccome 
un qualunque n." m— (« — 1) di. elementi, presi 
uno alla volta , non ammettono permutazione e 
danno per conseguenza m — (n — 1) risultamenti, 
l'ultima trasformata è j B t j ,— W — (a — Ot 
e la successiva derivazione di tutte le trasforma- 
te costituisce il seguente sistema 
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V<»-o,i="-0-> o 

■I! prodotto de' primi membri dovendo esser' egua- 
le a quello de' secondi , ai ha 
■ J' m,n 'Ym-iji-i ^ro-2,n-2 ' ' ' '-^nt~(n-a),a 

y m -{n- t ),^ m -^ m -^ ■ ■ ■ [•-<■— 

["»-C»-01r m _, jB -f)' (I ,_ ajn _ a "■^m-('i-ì),^ , m-(a-i),i 
e fatta la divisione dell'uno e dell'altro membro 
pel prodotto 

^m~i,n-i^m-z,n-t ' ' ' 1m-(ar£)j? m-(,n-i),i 
resta y m =tn(m- i)(m-a) . . . t «■-</«- 1 )] ■■■{e) 
come ec.; forinola, che se vogliasi m—n, diviene 

j„,„=»C—.X«->)...3. i ..< ....(e) 

$. i^' ^' iax jnn n '° ^ e '^ e combinazioni. È 
«erto che qualora gli elementi di ciascuna com- 
binazione si assortiscano in tutti i modi possibi- 
li debbonsi ottenere le permutazioni. Ma ciascu- 
na combinazione contiene per ipotesi n elementi , 
e questi, a tenore della (g) danno n(n-i) . . . 5 a.i 
permutazioni. Dunque tutte le x m fl combina- 
zioni debbono dare — 0 • ■ ■ • 3.2. i n 
risultameli , num." d'altronde —J m n '■ per con- 
seguenza 

* LjHjj£±£Se>l...«, 

"•»( a .3....»i ..3 n 

come ec. 
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j. »5. DJr.qM.ioni 

(»-<-!)».(»->)... [»- n-fn-i)] 

3 .3 n 

^ m(m-Q....[m-(-i- )1 
~m ,ri a . 5 ....... n 

_ m(m-i) [m-(/i- 3 ) ] 

>-'~ "-3 <»0 

moltiplicando per i . 3 /i si raccoglie 

(ia-M>C»>-0 • ■ ■ K+i-(n-0 ] 

j»0~i) . ...[»,-( n _2)| j [„,-(„_,)-„■] 

j=.0"-*'>O>— ) • ■ ■ [»+.-<»-0]| 

Il che costituisce un semplice ed interessante" 

Teor. Che il n.° delle combinazioni fra m-H 
elementi presi n alla volta , equivale a quello che 
si ottiene combinandone m come sopra , indi al- 
trettanti, ma n — i alla volta. . • - 
Si ha per esempio 

* S)1 (=io pel S- >&) -«^-"V* 

CAPITOLO IV. 

Delle Potenze. 

iG. I successi»! prodotti che si ottengono 
moltiplicando una quantità per se stessa, questo 
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prodotto per la quantità medesima e cosi in seg. 
dieonsi potenze dal greco Suvajuir. 
Tali sono a? (quadralo) , o 5 (cubo ) , ... a" , 
dove m si suppone intiero, positivo, e si sa 
( a a.° III. ) che a è fattrice m volte in a. m 
Si ha pure 4=*.V=^f) W- a i8 6 = B 5 .a 3 
—e? ,2 —a' l a ì a 1 —ci 1 '^ ed in generale 
( a m ) a = B m a m . . . (n volterà"" 1 , poiché a dev' 

esser fattrice mn volte in (a" 1 )". 

Un' operazione cosi semplice non presenta in 
astratto alcuna difficoltà , ma in pratica sogliono 
darsi tre casi molto incomodi e laboriosi, die 
assolutamente abbisognano dì un metodo compen- 
dioso, e sono: i.° che a sia una quantità com- 
posta di più termini: i.° che abbia un valor 
pumerico assai piccolo ed m un valore assai 
grande, come quando vuoisi a^: 3.° che al no- 
tabile valor numerico di a ne corrisponda uno 
ben piccolo di iji . 

Cominciando dal 1.° caso ci proponiamo d'in- 
vestigare una spedita e facil norma, onde imme- 
diatamente ottenere qualunque determinata po- 
tenza della forma (x— t-a) , senza passare per le 
successive moltiplicazioni , ed a tale oggetto ci 
giova considerare il prodotto di parecchi hinomj , 
aventi lo stesso primo termine, e che indichia- 

X-HJ ,i x-+à s I-M^ - 
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il 

(x-ui , ) (.t-hi s ) (x-t-a . ) (a:-wi4 ) 

-+aj -+o T a a . -+o t a a « + | 
-+a 3 -M,a. f -Mi« 3 «, 

Proseguendo nella stessa guisa sino a moltiplica- 
re un determinalo n.° p di binomj , si trova: 

1.° Che il primo termine del prodotto è , 
tal dovendo essere il prodotto di tutti gli x esi- 
stenti nel dato n.° p di binomj. 

1° Che ne' successivi termini l'esponente d'x 
va successivamente diminuendo di una unità sino 
ad x". 

3. ° Che la potenza ^"'ha per coefficiente la 
somma di tutti i secondi termini t^a^ . 

4. ° Che il coefficiente d' x p ~ 2 è composto del- 
le combinazioni binarie fra i suddetti secondi 
termini '. 

5. " Che il coefficiente d' x"" 5 vien formato 
dalle combinazioni ternarie e cosi fec. sino ad 
x p " P (=i) che proviene affetto dalla combina- 
tone di tutti i secondi termini,. ?ab~a dire che 

6. " Che il n.° de' termini è =fp-+t ■ 
L'esposto risultamelo essendo indipendente dal 
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valore di a,,a s , ea. passiamo supporre tutti i 
termini a, a z . . . ,a p _ eguali ad <j, e «eco. 
me il prodotto di p fattori in tale ipot. diviene 
(x~t-a z )P , una facile osservazione de' cangiamenti 
succeduti ne' coefficienti d'xP~',x P ~ 1 ec. dee far- 
ci scuoprire la legge a cui soggiace la formazio- 
ne de successivi termini , cioè quella simbolica 
norma che si desidera . 

L' ipotesi sopra indicata riduce il coefficiente 
à'x p 1 ad un n.° p di termini eguali ad a,, 
aoè =^3, : ciascuno de termini che moltiplica- 
no a^" a si cangia in a\ , e perchè le com- 
binazioni binarie di p elementi 'sono BÌEiÙ ' 
il coefficiente d' x p ~* prende la forma di 
— a 1 ■ cosi, perchè i termini che compon- 
gono il coefficiente d' x^ risultano tutti egua- 
li ad a,, e sono tanti quante le ternarie pombi- 
nazioni di p elementi , ossia^^^Z^, s ; j, a 



so ragionamento si estende sino all' ultimo ter- 
mine , cioè al &■+•)""", che è 

_. , 3 ■ 5 (p-Op 

ai ha pertanto la seguente formola, che può sup- 
poni verificata nelle potenze a.» , 3." , 4.» ec. 
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sino alla p. del binomio ; , 

jt P-iXr* )j >^ ( 

_ jt,-)...|>-("- -))„"-'J^O ( 
_ ^-M"-^ i3 a ," J y"....-K,,>' j 

e perchè il coefficiente eli a, p ^.X è affetto da 
un n.° , esprimente quello, delle combinazioni di 
p elementi presi p — i , ossia (19) uno alla vol- 
ta: il coefficiente di af~ X è affetto da nn n.° 
esprimente quello delle combinazioni di p eie- 
manti presi p — 1, ossia (§■ cit.) due alla volta, 
e cosi ec. I coefficienti numerici equidistanti da- 
gli estremi sono identici , e lo sviluppamelo di 

(x-Uii) p finisce coi termini 

Il termine g<g=0 ■■■ \P~ ("—■ )]„" -J ) ' n 



compreso in (A) è l'(n-t-i) e dicesi termine 
generale, perchè facendo n=i , a, 3 . . . p, coin- 
cide coi respettivi termini 3.°, ee. 

S- 37. Verificata la formola (A) per tutte le 
potenze successive a. 1 , 3.' ec. sino a quella di 
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54 ^_ 
un determinato ordine p deducasi 
(x-+a 1 f{x-+a T ) ossia (x^,^ 1 ^(AXir-WI,) , 
e distribuendo i termini de' due prodotti in due 
linee orizzontali, in guisa che ciascuno della i.» 
linea verticalmente corrisponda al suo simile del- 

{x-^ i y^ l =X P ~ ¥l -+paXxP- + hp(j'— iXl*^* 
-+ 0,1 ■+ pa'\ 

•*• — -jPCp— 00>— a >'i 5 |* p ~* ee - 

■+ ■ 

_ j»-0... [>-(«-.)]. n 

a . 3. ..(«-,> 1 
a .3.. (*-.) 

WUW" 



mostrato (a5) 

Ci-H>,/- , • , =x'"%( ( .-^.)»,^ICp-^Of«.V" , 

-^jOHiXH)*^'-... 
. , (g±Ogà= 0- ■ ■ [p---C"-OL _ 

.... o-h>/«^« ffl 

Avvertasi che i coefficienti numerici di (k) non 
soffrono alterazione mentre essa si moltiplica per 
x-t-rt,: che i coefficienti analoghi della i.« lìnea 
in fi) coincidono con quelli di (h) , t che i coef- 
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fidenti della 2.' linea sono quelli della (.» uni- 
camente promossi di un ordine, e si vedrà che 
!a derivazione della formula (l) , va necessaria- 
mente immune da qualsivoglia irregolarità o asi- 
metrìa : ma la forinola (!) coincide con (h) ove 
si sostituisca p-n per p : dunque la legge di de- 
rivazione fra i consecutivi termini dell'anzidet- 
ta forinola si estende anche allo sviluppamelo 
della potenza (x-*a l ') e ~ i " ; quindi, per la stes- 
sa ragione , a quello d' (x-+a t ) , e cosi all'in- 
finito: vale a dire che il tipo della forinola (h) in 
cui p si è supposto un n.° determinato, è ge- 
nerico per qualunque potenza intiera positiva , 

f>+a,>* =j^'-nwaj"^"_ l . m ('"— 'V ^— * 

_,«C«-;0.-.-[— C«-OV a >- .... (M) 



Nè manca una regola pratica per ordire questa 
formola con la massima speditezza . Essa è com- 
posta di due parti : 

I. Gli esponenti A' x e quelli di 17 ne' consecu- 
tivi termini sono respettivamente 
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II. Il coefficiente di qualunque termine è il 
prodotto di quello dell'antecedente per l'espo- 
nente d'x in esso, diviso pel numero di tutti 
i termini antecedenti . 

Si dimanda la potenza. G.= d' x-+a . 
§, aS. Le quattro formole particolari che se- 
guono, meritano attenta considerazione: 
(a-t-b)* ^a a -t-aa6-*-fc a , 
(a-+i} 3 =a 3 -i-&a s 6-t-3fli B -i-i 3 ; 
(a~+h-+c?=a*-t-b 11 -i-c' i -±z(ab-¥ac-t-bc) ; 

Le ultime due comodamente sì deducono dalle 
precedenti respettive , sostituendovi £m-c per b. 
Se venga proposto di sviluppare (a^-^Ìf 

facciasi afi=a , ^^.—b, ed effettuata l'operazio- 
ne si restituisca il valore di a e di b . 

La dimostrazione che abbiamo data della for- 
mula del binomio (m) non cede nel rigore ad 
alruna., e tutte per quanto ci sembra , le supe- 
ra nella semplicità e nella chiarezza. 

§. 19. Ecco un facile artifizio per li casi di 
cui (a5 n.° ^.°) Attesa l'equivalenza de' simboli 

o aBI , {a t ì m , ciascuno de' quali indica il prodotti! 
\\\ cxà a è fattrice w« volte, se si suppone 
»c»pijK3»a. oc si ha 

Essendo m — ?.p-+< ,p--nf^-i , eo. si può dedurle 
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=65536*— G553S m )*^4 a 94967i 9 6* 

= i 844674408370955 i 6 1 6 
Preso dalla tavola delle potenze il quadrato di 
i56, tutta l'operazione esige 80 moltiplicazioni 
e poi 26 addizioni , per la maggior parte molto 
facili , mentre il metodo ordinario richiedereb- 
be 635 moltiplicazioni . 

Es.° a.° 3 '* =3.3* 8 =3.3 , ) 9 ^3.^.^'= a 7.^•) 4 
=2 7 .80* =27 . Ìi'Y=*j. 656i" 
=27. 43046721=1 162261467- 

Per ciò che riguarda le basse poterne degli 
alti numeri intieri, e le potenze negative delle 
cifre , veggasi Op. cit. T. I. §§. 7 3, 7 4. 

§. 3o, La forinola (a-t-è)'==(i 2 — t-iai-t-p" (28) 
suggerisce un faci) metodo per risolvere ogni eq. 
di 2.° grado, la cui forinola è x^px =q , do- 
vep,q si suppongono, ed in pratica debbono 

Siccome px=tx. Jf, il binomio x^-tpx contie- 
ne i due primi termini d' (x^p) 3 , ed aggiun- 
gendogli f/i a ) , termine che, pef no* 
turbare I' equivalenza , si aggiunge anche a q , 
cttiens» (l-t-i^) 3 =f/; a -H? (=£- S^ W) 
ed estratta la radice quadrata si ha 



x-*-lp=\\ p^-t-fy) , d'onde 
,e verificano la proposta e perciò ne c 
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S>i osservi che la loro somma è = — p , il pro- 
dotto =q, e che l'espressione d' x è generalmen- 
te della forma at±Vb. 

Es. i* Si dimanda art n." il cui quadralo ag- 
giunto al suo triplo ed alla sua metà faccia 
186. Soluz." Se conoscessi il n.° di cui si tratta 
lo verificilerei sperimentando su di esso le con- 
dizioni assegnate. Sia dunque ce il suddetto n.°, 
e perchè sia soddisfacente dovrà essere 

x a -l-&B-4-^E=l86, ossia x 3 -i-tx.^=lS6 . 
Aggiunto ad ambedue i membri .^) a [=i£ì ottengo 

Quindi x-¥l=Wlo^=^ ed j=^-£=¥=ia- 
Infatti (i^H-3.izH-±i a ^i44-+36-+£=l86. 

Es."'2.° Un possidente dà 40 staja di grano 
ad un agricolture e sii dice: tu lo seminerai a 
tue spese nel mio podere , ed in compenso avrai 
tante Maja di grano col loro frutto , quante da 
uno stajo di sementa ne nasceranno . Raccolta 
In messe il padrone riceve staja 76. Quale fu il 
frutto della sementa , quale la porzione che dì 
esso toccò all' agricoltore? 

Solai.»* Suppongo x il frutto di uno stajo, e 
veggio che risulta =4or quello della sementa, 
=xx la porzione dovuta al villano , —l{Ox — x* 
la porzione del proprietario : ciò significa che il 
numero x, per èsser soddisfacente dee verifica- 
re l' equazione 

401-^=76 ossia x*-l\ox-±-jQ=o 
Fatto p=-\o , ^=-76 rit raggo 

*(4o=t V"M^ 1 600) 
=10=4/1196= 2 o=ti8=38,=i . 
Infatti 40. 38, fruttato del podere , -38 . 38 
cioè i5io-i444— come pure 
2 . 40-a . 2=80-4=76. 
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Talvolta il probi, è in apparenza del a." grado, 
io realtà del i° . , 

Un generale dispone la truppa in battaglione 
quadralo e gli avanzano 19 snidati: aggiunge un 
snidato ad ogni fila e gitene mancano 274. Quan- 
ti sono i soldati? Soluz." Detto x il n.° di quel- 
li _c!ie compongono una fila nella 1/ distribuzio- 
ne si ha 

^ i -H9=(^-t-i) 1 - 2 74< ossia <9=za:-373: 
x=ilfi ed «*-Mg (n.° cercato) =i46 a -t-(9=ai555. 
CAPITOLO V. 

Estrazione delle radici, quadrala e cubica , 
dalie quantità letterali. 

5- 3i, Avendo riconosciuto che l'incertezza e 
lj difficoltà', cui l'estrazione di nna radice da 
un dato polinomio va sottoposta, lasciano desi- 
derare qualche opportuna nozione sull' indole 
delle potenze letterali , ci proponiamo d' esporre 
quanto su quelle del 2.° e del 3.* grado ci è 
riuscito di rintracciare. 

Espresso un binomio qualunque pei ora-W,^, 
dove a , a / son n.'jed m,m n raonomj qualunque, 
non può supporsi che in a i m i -¥*aaflun l -+a l a m l a , 
sviluppala." di (am4iì,raj 1 , si verifichi alcuna delle 
ipotesi 
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cV altronde necessaria per ridurlo ad uh minor 
num.° di termini, senza che ne derivi m=m /r 
il che distrugge la forma binomia della radice : 
ti ha inoltre 

vaa^aVa^a* ■ dunque 
Canone I. Jl quadrato di un binomio è com- 
posto di Ire termini, due de' quali, se non tutti, 
sono quadrali , ed almeno un coefficiente è la 
doppia radice del prodotto degli altri. 

Per es.° il trinomio qfl 4 -n6fl a £ a -+i6o>* ha le 
pr«|TÌ<tà indicate, ogni tenniuu è un quadrato, 
e due coefficienti (2.' e 3.*) equivalgono alla 
doppia radice quadrata del prodotto degli altri. 

Escla&a nella impressione del quadralo di no 
trinomio qualunque , cioè di am-+a l m f -ra il m ll , 
la somiglianza di due quadrali e quella di due 
prodotti , perchè contraria alla forma trinomia 
della radice , può farsi una delle ipotesi 

non due, altrimenti si ricade nell'assurdo di cui 
sopra . Si ha per es.° tn=m* ■ m H dalla 2* e la 
r." diviene mp=m u . Avvertasi chel' identità let- 
terale può combinarsi con la distruzione de' coef- 
ficienti, come succede in (n-a^-aa: 2 ) 1 , che con- 
tiene i termini qx'- , e si concluderà 

Can. II. Che il num." de' termini componenti 
il quadrato di un trinomio non è ««4 ni >6 . 

Il n.° delle riduzioni è nullo quando i lette- 
rali 'elementi de' termini ohe costituiscono la ra- 
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dice sono diversi , e tal a° nasse « si annienta 
a misura che la diversità sparisce . Si ha per es.° 
(a^6--M--w0 a ...(iOterin0i(<i a -Hiè-+i 3 -l-c) 2 ...(9torm.) 
(a a b-wb*-+a 3 -+b 3 ') a .., ( 7 terra. ); 
(j-i-ao-ao^-a 1 ) 2 .- (5 terra.): 
è chiara d'altronde che l'introduzione di un nuovo 
elemento in qualche termine di (i-t-aa-aa'-a 3 )' 
diminuisce il num.° delle riduzioni: dunque un 
quadrinomio , 11 cui quadrato ammetta il mas- 
simo num.° di riduzioni sì può rappresentare col 
sìmbolo 

0«*.+&a"'-Ka"''-K/«''"' , 
che diviso per a", minima potenza d* a, , pren- 
de la forma più comoda a-+btf-Hxf , -+dc?r. 

Fatto il quadrato , avvertasi che la somiglianza 
fra' suoi termini dee conciliarsi con la forma 
quadrinomia della radice, e si vedrà che lo svi- 
luppamelo può distribuirsi nelf unica maniera 

dove 1 *P T =P l ,p l f=p~±pi,?-Pf=p-*p ll \ ; ' 
sistema ammissibile perchè la eriminaziooe -di p t/ 
fra la a.' e la 3.* riproduce la tt 
Si esclude la som iglianaa.de' termi ni a.* ed ulti- 
mo, perchè l'ipotesi &=*Pfkp„ contraddice a quel- 
le del sistema superiore , e si rigetta la somi- 
glianza de' termini 3.' ed ultimo, altrimenti si 
avrebbe il sistema assurdo 
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Affinchè rimanessero quattro soli termini bisogne- 
rebbe che coesistessero le identità numeriche 

f-+tac=o , ad-±bc:=o , c*-*-ibd=o . 
Ma eliminando d fra la 2." e la 3." si ottiene 
T = iT cioè 2 ^ a=r:oc ' e questa contraddice alla 
I." . Dunque due soltanto delle suddette eq. 1 si 
possono supporre coesistenti, e ciò produce l'eva- 
nescenza di quattro termini , che combinata con 
la riduzione di due altri ad uno, dimostra esse- 

nè tal conseguenza va soggetta ad alcuna ecce- 
zione , perchè una terna di termini simili con- 
traddice alla forma quadrinomia della funzione 
proposta . Dunque 

Can. IH. // n.' de termini componenti il qua- 
drato di un quadrinomio nnn A <f> , ni- >io. 

Can. tV. // trinomio ed U qwntmnm io debbo- 
no contenere due quadrati ed un solo segno ne- 
gativo , che non riferiscasi ad un quadrato - 

Omesw il trioomio per cui la propcwiiionf è 
manifesta, bantn osservare ( pjg. prec.) che l'espres- 
sione di (a-^baf -t^aF'-*-di^'' ; ) 2 necessariamente 
contiene a 1 e d a a"P„ r e che sì ha 

(i-20-2a 2 -o 3 ) i =^i-4 fl - , -Ga 3 -t-8o*-+-4 a5 ~ l-a ' 1 5 

(i-4-aa-2(i 2 -^ 3 ) 2 =n-4a-.ioa 3 -i-4ii i -t-a fi ; 

Ci-f20-*-ia £ -n3^ = . 1 _ H; j a _^g 0 2_ l .e l ,.ì^j._ i . ( i6. 
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Can. V. H n.' determini, purché ->i , mai 
non si oppone ali' e sana estrazione del/a radice 
quadrata di un polinomio , e questa può essere 
sì di ire che di quattro termini se trattisi di un 
seslinomìo; di quattro o cinque termini se riferi- 
scasi ad un ollinomio . 

Giò si verifica osservando che il quadralo di 
un quintinomio può contenere otto termini come 
avviene in (i-km^-miW) 1 , ed un maggior 
n.° sino a i5 come in (a-y-b-vc— t-d— 1-eV . 

Che il quadrato di un sestinomio può esser com- 
posto di dieci termini, cerne (i-wt-a 2 -+a 3 -ti*--a') , 
e di un maggior n.° sino s n,e cosi ec. en. ; os- 
servazione che costituisce un argomento indutti- 
vo, ma superiore senza eccezione a tutta la sfe- 
ra delle possibili occorrenze . 

Esemp." i.° Sia proposto ìl trinomio 

Avendo riconosciuto ch'esso non contraddice ai 
canoni, deduco V^^Za*; suppongo la radica 
richiesta $a l -*-3; , e perchè il trinomio dato dee 
contenere a.la^xx , fo Ga^x^-ixa^b e ne in- 
ferisco a;=-^^=-3Ì. Se il trinomio è un 
Ga* 

quadrato bisogna che il 5.° termine coinci- 
da con (-26)* , e siccume ciò succede dico che 
la radice è 3a a -:*É . 

Es.° a." Avendosi il sestinomio 

<#i L -\7.aj:-¥Ì\x l ->r&9iy-t\xy-tY' 1 Scrivasi 
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$a z -*6(y-2x)it -xy)~iy s 
ed estratla la radice 3,? de! t." termine, divi- 
dasi pel doppio Sa il a.° , e se ia radice esiste 
dev' essere Za-t-y-zx . Siccome il quadrato di Za 
non manca nella da<a espressione resta da ve- 
dersi se v.?ia(r~23:)-i-Cy-2x) s coincide con gli 
ultimi cinque termini , e ciò verificandosi si 

Poteasi anche dividere -1202 per ?..3a, indi 
tagliere dal sestinomio il quadrato di àa-zx , 
onde avere il residuo (fkt-tycfy— i-j 1 , dal cui \i 
termine , diviso per iQa-zx) si ricava y , Z.° ter- 
mine della radice, perchè [i(ha~ix)^rf[y equi- 
vale al residuo . 

Esemp.° 3.° Vuoisi la radice quadrata di 
ifo*-i6a s fi-f-a8fl a A a -iaiw 3 -w6 4 . 
Estratta la radice 4a a da 160* <Jiv.Ìdo 
-iGa-b per 2.40* ed ottengo -sub per 2.° termi- 
ne : fo il quadrato 

(4a a -2flA) 1 =:i&j 4 -.i6o :! £-t-4a 2 è !1 , 
e noto il residuo i.'ia^b'-tnab 3 -*^/* 

ossìa 3£ a (oV -4nÈ)+gM ; 
e siccome questo dee contenere il doppio pro- 
tetto di /ja^-zab pel 3/ termine che dico x, 
tento la divisione del suddetto residuo per 
2(4ti B -2(tè) e trevo -+36 J ; sperimento se 
a(4a s -sii4)X8£''+(54' !l V coincide col residuo ste)- 
so , e vedendo che ciò succede concludo che la 
radice è l^a'-iab-^Zb a . 

Il 3.° termine poteasi anche ottenere estraendo 
la radice da! quadrato ab* 1 e verificando la 
coincidenza di (^-^ib^^inbf con la funzione 
proposta, ma il metodo antee. ha il pregio di 
min wiifjiacere ad equivoco, e di comprovare la 
regola che si osserva nella ricerca della radice 
quadrala de' numeri . a 
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E..-5.' Sia ^_!^^«"S'-f5!£l_j»i-tÌJ 
Scrivo c l-t-i(S~aty-Hi'f-,if^, 
ed esttatta la radice dal l.° termine divido il i.° 
: 2 pel doppio di essa , cioè per 



i, _J : indi , per mettere a prova il quo- 
ziente — -ab osservo se (t— — "^(^-afr) 
coincida con gli ultimi quattro termini , e ciò 
verificandosi dico che - — [.—-ab è la radice . 

Es." 4.° È dato il sestinomio 

a 6 -za 5 b-*-Za'*b 2 -a l b' , -hiab 5 -- vb* . 

Nell'incertezza se la radice sia trinomia o qua- 
drinomia estraggo la radice a a di a" , divido 
-za 3 b pei 2.a :i , e scrivo a 3 -a a è oppure c s i-a 3 ) 
tolto il quadrato di d'b-a^ trovo il residuo 

_ 2aW-aW->r2ab3-+b* : .... (n) 
che divido per -3a 3 -t-za a £: il quoziente è -ab", 
e qualora la radice sia trinomia ed esatta , la fun- 
zione [2(a E i-a 3 )-n£ a ]x-a6 2 dee coincidere con 
(n) . La sottrazione , dandomi in vece dello zero, 

spetto che ai termini trovati ne manchi uno; di- 
vido il i.° termine di (p) per -là* . e per as- 
sicurarmi che il quozienle -b 3 compia la radi- 
ce, verifico l'identità fra (p) e la solita funzio- 
ne [z^b-ab^-a^-b^x-b 3 : ed ottenuta questa 
riprova ne inferisco che la radice richiesta è 
a a £-flfi s -u3-fi 3 . 
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32. Anche il binomio a =tVb , dove a,b, 
si suppongono date quantità letterali , sovente am- 
mette la radice esatta della forma g^tvh , e la 
ricerca di essa è necessaria per la definitiva so- 
luzione di tutti i problemi che dipendono da 
un' equazione compresa nella forinola y'^py ^^q , 
poiché fatto y l =j: e scrivendo a per -^j,iper 
g-hip*, si ottiene (3o) 

X ossia y l =a+Vb ed y^=V{a=tVb) . 

Quando l' indicata estrazione riesce impossibile 
ai riserba l' uso della prec. formola ai casi pra- 
tici ove a, b son numeri, casi in cui giova mol- 
to avere la radice sotto la forma gz±vh, perchè 
la successiva estrazione da b ed a^±Vb, oltre di 
esser molesta, è anche doppiamente difettiva. 

SÌ è supposto nella radice il termine Vh per- 
chè se un termine dì tal natura non esistesse 
nella radice , neppure potrebbe trovarsi nel qua- 

Ciò posto sia V(a-+Vb)^=g-*.Vk . 

Innalzando al quadrato si ritrae 

a-tV b=g' l -*h->rigV h , 
ossia a-g*-/t=3gV hWb . 

Questa equazione , siccome non esiste equiva- 
lenza fra due quantità, una razionale l'altra no, 
r>u$ unicamente restar soddisfatta mediante le 
ipotesi 

a-£»-/i=0, 2gVh-vb=o. 

_ „ Vb , b . 

Dalla s." js=-^jfa e & tfi ' es P ressi0lle clle 

trasforma la i.» in fft 1 — fek-t-Ò^zo: 

quiodi h 3 -ak— -fèe pel §. $o>k^/ia.=tyà?- b). 

Dunque g(=Va-A)= V[j(; c ^=V'a"- fe jj e però 

V( a +Vb)=V[i(a-ì/^)]W[k( a +X^bl.(< / ) 
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formala opportuna se ciascuna dell' espressioni 
•ftC*? tfdrfcVV-fc) , sia un quadrato . 
Volendosi per es." 'V(f-t-Vfò) trovasi 

e però si ha Vfy-t-Vtfi) =i-iV3. 

§. 33. Prima di proporci l'estrazione della ra- 
dice cubica premettiamo alcuni canoni non dis- 
simili da quelli del §. Si. 

Nello sviluppa meato di (ant-+a l m l ') ! non può 
supponi eguaglianza tra due delle parti lettera- 
li m 3 , a»^ , mm/ , m, 3 , sema che ne derivi 
171=/^; dunque 

Can. I. Un'espressione letterale che ammetta 
la radice albica binamia , contiene quattro^ ter- 
mini , due de' quali sono cubi . 

Richiamate le osservazioni che succedo!» al 
Can. Ili. della pag. 41. si rappresenti i! trino- 
mio con la forinola a—vbs^^u^- , e fatto il cu- 
bo si avrà 

a 3 ^3a a W+3uWU63« 3 '+3aèV'+3iV^+ p '^ 3 * s <'' 

~t-3aca a v. w-SicW" 11 ^ ■4-6abci*r' Yr ' 

unica distribuzione ammissibile, la quale allor- 
ché p=ip t dà la riduzione a sette termini , e 
comprende la riduzione "a cinque nell'ipotesi che 
sia c'^-ab, nel qual caso rimane 
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Sì ha per esempio 
(i-m-a ;1 ) 3 =n-3o-5a 3 -4-3a J -a 6 : dunque 

Can. II. Uri espressione letterale che ammetta 
la radiee cubica irìnomia , non può avere meno di 
5 termini nè più di io, come (a-hb-+c) 3 . 

Can. HI. Un quadrinomio che ammetta la ra- 
dice cubica , non può avere un dispari n.° di se~ 
gni negativi: un quintinom'to che sia un cubo ha 
un solo segno negativo , come (i-wj-a a J3 j 0 ne 
ha ire come (i -a-a*) 3 . 

La i." parte si verifica osservando lo sviluppa- 
me-to di (a-by . 

Es.° i.° Volendo ^(aS-^Sa^^ab^^-Sb^) 
dediito Va s =a, divido 6i 2 b per 3d a ,e perchè 
(a— 1-iS) 3 coincide con la proposta espressione 
inferisco ec. 

Assicurati dal Can. I. che il dato quadrinomio 
dee contenere due cubi, potremmo estrarre da cia- 
scheduno di essi la radice, per mettere a prova 
la somma dell'una e dell'altra, ma una tal pra- 
tica va soggetta ad equivoco , a motivo che i 
cabi del quadrinomio posson' essere anche tre, 
come succede in a'*-+2ja' 3 l' i — b3/^a 3 /> r, -i-j2Qa^b 9 , « 
la cui radice cubica è a-x-^ab 3 , mentre le ra- 
dici de' due primi termini danno a-+5ab . 

Es.° 2.° É dato i! decinomio 
iSC-tìbìa^'^c^^b^bbc^a-Sb^lGbc^bo^-i-^cK 

Pel triplo, quadrato 3a a del i.° termine a del 
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la railine, ricavalo da Va 1 , dividasi (gc-6£)a* ; 
il quoziente Zc-nb uniscasi ad a e veggasi se 
(a-+3e-a6) 3 forma il decinomio dalo : Siccome 
ciò succede è a—tZc-zb la radice richiesta . 

CAPITOLO VI. 

Teoria e calcolo delle quantità irrazionali. 

5-34. La formazione delle potenze e l'estra- 
zione delle radici so n' operazioni inverse, e 
l'ordine dell'una e dell'altra sia lo stesso , 
elidono esattamente, come 

^p=6. Si ha per es." l/(a*)3=^« «==«*=« 
Considerando i risultameli che seguono 

| o S =0 =»'a> ; J^^fa j „W, = Jv , eo. 

si vede dover essere in generale a " i==a'°)=;\^a'" 
Eil infatti le operazioni inverse ( rnoltiplu'iizioiii: 
e divisione dell'esponente per un dato n. ° intie- 
ro) debbono dare un inverso risultamento , e ta 
le appunto è la radice m."' 1 ™ per rapporto ali; 
potenza dello stess' ordine ; nè vi è ragione pei 
cui quando m , n , sono primi fra loro , debba es- 
sere a , potenza m." 1 ™' dì a", ed a" 
non ne sia l'in,"" radice. 

La precedente verità , riconosciuta per la prima 
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volta dal Geometra Waììh , verità che presta 
vedremo luminosamente confermata mediante il 
metodo logaritmico per l'estrazione delle radici, 
apre la strada alla dimostrazione di un fonda- 
mentale principio del calcolo algebrico . 
Attesa l'identità AB— AB , proveniente da 

, posto a* per A, a q per B, 

i- j; r £i il f£±c-i i 

e quindi a r .a s L=a" .a"=a " \—a r 

Facciasi ps-\-qr=n , rst=m , e si avrà 



Si può stabilire pertanto , che la regola espres- 
sa per a"»'=a" , ~ t " , (2 a." in ) ègenerale qualun- 
que sieno m , a , intieri o fratti, e qualunque 
sia il n.' de' termini a", a", a F ec. che si voglio- 
ne insieme moltiplicare . (*) 

S- 35. L' operazione espressa da qualunque se- 
gno radicale , come V , si può spartire in varie 
operazioni consecutive quando m=afty ec. Cosi 

<$'P=P+ = (p*')»^VVP ; 
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fe=J" s ) 5 )*=iAVPiV'feP') i =v'v'fi 

?f=l>*) W*)*=vVfcV'v'/' ! «o. 

JW^-i* ■ ' ' =P T )tSf^J %....p . 

§. 3S. Supponendo VP=a-A-~ , dove— lia fri- 
zione finita, si ha mediante la potenza m." 1 ™ di 
ambedue i membri 




moltiplicando per e™ ' e trasponendo nel i.° mem- 
bro tutti i termini del 2.°, eccettuato 1' ultimo 
ci ottiene 

(p-*)c~' -ma~\bc~* mab~* —A": 

c 

se P sia iutiero, è tale il i. g membro; e sic- 
come e non esiste in b, e perà neppure in b m =3 
b. b. b. ... risulta necessariamente frazionario il 2." 
D'altronde contraddice che un n.° intiero sia 
eguale ad un frazionario , poiché ne deriva che 

un numero sia =0 (*) Dunque il valore di VP , 
dove P sia numero intiero , non ammette un'espres- 
sione della forma , ma è soltanto esprimi- 
bile per mezzo di una frazione decimale inde- 
finita e non periodica . 

(*) Per e>.° 4=li direbb. *=5-r-^- OHÌJ »=S_H-1. nll | j;. 
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S- Zj. Un radicale della forma V-P dicesi 
immaginaria perchè suppone un'operazione im- 
passibile. Tal è per es.° ohe fatta -=±a 
dà fV-4) s= 0* a J* c ' ce ~4^4 > equazione as- 
surda ed equivalente a 0=8. In generale , se esi- 
stesse un n.° =tx=V -P dovrebbesi avere 

(=«) "=("-/>)" 

Ma la completa espressione di in è a. fl! 3.^5.''7 

dove a,3,5 ec. son n.' primi , e può essere 

( J*-*X-^.-*X-*--*>- ■«••■■( f »U« ) 
=x*.x ii .x 1i ec. =(x 2 ') 2 , è necessariamente 
positiva, perchè indica la potenza pari 2 1 del 

•-■ ,c ,» 

=(a; a )* è num." positivo : 

Dunque non può essere - P e però 

V-P suppone un' operazione ineseguibile . 

§. 38. Un radicale si rende più facile portan- 
do fuori del segno la radice delle potenze esat- 
te, è notandola come coefficiente del segno stes- 
so. Cosi J1L 

V(a b % c-ki bc <0- aV / (i 2 c-Hi 2 ic' 1 iO ; 
v'Ca.+È) *=&(a-4Ì) * (a-+b-} a =(a-+b) fy(p-+l>) 1 
=--(a-^)</V(a-i-b) 1 =(a->-b)V(a->rb-) . 
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Non di rado la prec. riduzione conduce ad una 
più chiara e precìsa indicazione della somma a 
della differenza fra due opiu radicali . Trovasi 
per esempio V <z 2 A-i-"\/ 3 4 £=(a-+d a )V' * 

§. 3g. Per moltiplicare e divider tra loro due 
quantità irrazionali si cangiano i segni radicali 
in potenze fratte, i nuovi esponenti riducono al 
medesimo denominatore, e restituito il segno ra- 
dicale comune , si opera sulle quantità sottoposte 
come se fossero razionali . 11 risultamelo , pur- 
ché gli si prefigga il comua segno radicale , espri- 
me quello che si richiede , ma sotto una forma 
eh' è sovente ben contraria alla facilità ed alla 
speditezza del calcolo . 

Es.° i." 2\ , (a^l>)xW(_a-b)=,c(a-+b)\a-b)* 

= 1 o(a-+bt)(a-b) ^=i o^(a-t*) s x v'(<i-*)* 

Wq q* q l " <? 
Per innalzare ad una potenza p un dato radi- 
cale semplice V P , siccome ne' fattori del pro- 
dotto che si cerca, i radicali sono affetti dallo 

stesso indice, basta formare P")' e scrivere 
V P , avvertendo di ridurre ai minimi termini 
la frazione ~- , seppure qualche particolare cir- 
costanza non vi si opponga . Si ha per esempio 
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L'anzidetta riijujiona talvolta riesce inoppor- 
tuna perchè non è sempre /'™=P nr . Infatti se 
/"=-4, M=i , fi^a, fì="a, risulta ^[^CP')"^] 

mentre /*~è =^V-4; e si vede che =fcV:*4, 
oltre i valori immaginar] ^tV — 4 competenti a 

P ' , comprende i due reali tìV4_ ■ 

g. l\o. Le regole precedenti bastano per mol- 
tiplicare e dividere tra loro due polmoni) irra- 
zionali: trattandosi per esempio di appurare la 
più precisa indicazione del prodotto 

(<w-a v'a-(-V^É)(4fl-5v / a-+? Vb) 
si opera come segue: 

a-+Wa 3 -+Vb 11 

4o-5vVh-3\^» 

Prodotto 4a a H-5flV'a-+6flV'i-6a~hV<i^i-i-aV'È 1 . 

La divisione di 6a-V'a 3 è 1 -i2V'£ a per 

av'a^v'é si prepara riducendo V^è 1 a VaV'ft - 
L' operazione è la seguente : 
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6a~gVaVb 



$. 4 1 - I" alcuni degl'infiniti casi ne' quali man- 
ca in termini finiti la richiesta radice di un 
dato binomio, per esempio: 

V<fi-Wb),\f(a+*/b) ee. 
f dove, se b=c^, si ha un binomio razionale) 
giova molto all' analisi lo sviluppa mento della 
espressione in un indefinito n.° di termini , che 
si succedano con una determinata legge , e ciò 
si ottiene mediante la forinola del binomio, scri- 
vendo in essa — in vece di m. Ecco una lumi- 
nosa argomentazione induttiva , che assai bene , 
per nostro avviso , stabilisce la verità dello svi- 
luppa mento 

(x~wO * —X * -+~ax * ~'-<rl±0^ i y.x T .... 
Siccome x-m—^(i-K^-), la formazione della 
potenza (x-±a)' a [=x'"(i-t-^f], fatto -f =j, 
si può far dipendere da quella di i-t-y . Cosi 
l'espressione di (i-Hr)" 1 necessariamente diviene 
una funzione /(w ! y) à'y ed m , e per esser le- 
gittima e adequata dee soddisfare a tutti gl'in- 
finiti valori di m , relativi ad una potenza rea- 
le, valori che eostituìscono un continuo e inde- 
finito sistema di numeri intieri e frazionari tra 



Digitized by Google 



o ed oc. È questa una conseguenza della legge 
di continuila che lega i valori provenienti da 
una stessa forinola , e può anche riguardarsi co- 
me un fatto analitico provato dall' esperienza , la 
quale mostra che le potenze 

J,. *,.».. S.J.J.... 

sono quantità progressive , la cui differenza di- 
minuisce a misura che gli esponenti si avvicina- 
no fra di loro, e fa vedere .altresì che tali quan- 
titi tutte si appurano mediante la furinola del 
bipomio, tosto che a si divida in due parti, la 
l." delle quali molto superi la a." {*) Né ( pre- 
scindendo dalla prec. ipotesi ) potrebbe spiegarsi 
onde avvenga che due funzioni difformi 

F (.T>r)=l>-<tì T , K"(ry=i'-vf . 

negT infiniti casi .espressi per k— i , h=m ; ed 
h — niK, possano divenire identiche, come suc- 
cede per rapporto alle due 
t-+my+lm(m-i)y*. nAy^fL^i-iJ^»™ 
§. lyi. Le quantità immaginarie hanno alcune 
singulari proprietà, da cui risultano opportune 
modificazioni de' finali risultameli , ottenuti con 
le generali regole del calcolo. Convien coriosce- 
re le prime e saper profittare delle seconde. 
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I. Siccome 

V-a è $$)=Va.V-\ e V-b-Vb.V-i ai ha 
V , -aV-6=vVfiV'-i/- 1 =VWb(V- t)> 

=V^J.-i— WaB , 

mentre la regola del §. cit. darebbe V -a.-b—'/ab. 
È dunque reale il prodotto di un numero pari 
di radicali immaginar/ , e perciò anche onnipo- 
tenza pari di uno d'essi. 

ir. (v'-o^è^V-o^-O^V-O'.-Cmwi.) 

=-if- 1 .-i-.. ( i» vd, ) =ii , e si ha -+ se m è 

IH. (V , -i)" H "è p=(V / -0™V-i e perciò ==hV-i 
IV. */-l(=Vv-i) è — V-( se m è dispari, 
perchè V~=-i si cangia in -i^:-t median- 
te la potenza un— i dell'uno e dell'altro mem- 
bro: Ma se m=a/i non si vede se e come v-i 
possa esprimersi per V-t . 

Sia t-i\/-i , e siccome 

facendo il quadrato dell' equazione ipotetica si avrà 

V-i^a*-b*-+2abV~i • 
H rispettivo paragone de' termini razionali e 
degl'irrazionali tra loro (3s) dà 
a a -i a =o, zabV- I=V / - 1 , cioè i=a , aafi ossia 

»■=.! «■=». -Vi=^=^^C=»> ; 

dunque V-i=t^(nV-i) e peri 
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£-,<*^t>=[*£Ci-W--i)] ■ , 

«pressione richiesta . 

V. Ud facile sperimento dimostra , che lo 
sviluppa mento della potenza — del binomio 

— t - ^" i 4 composto di due serie di termini, 
una reale, l'altra moltiplicata per , e sic- 

come sì gli uni che gli altri vanno decrescendo, 
chiaramente apparisce che ciascuna equivale ad 
una quantità finita . Si rappresenti la somma 
della 1.» per A, quella della 2.'. per B, e sì 

4», ■ , 

avrà V-v=A^B\Li ■ 

Dunque ogni radicale misto immaginario, il 
cui simbolo è 

^V-i^V-iW~i ec CO 

può ridursi alla- semplicissima forma A=t£v-i. 
Infatti , se m , n , p eo. sieno dispari , la pro- 
posta funzione si cangia in 

ai/V-l^jV-ir^V-ieccioè art($~yy^<x.)V-i. 
Essendo m=i}t, n=2v, p=ix ec. ciascuna dell* 
espressioni 

azkfr/- 1 ,yV- 1 yV- 1 , ec. 
si trasforma in uno de' respettivi binomi 

A,AB t V r x,A s t±B»V-*,A. i a:B 3 V-i, ec. 
e basta supporre nella loro somma 

A [ -i-J ìt ~+A s ec. =A, Bir+B^Bz ec. =B. 
Qualunque numero di funzioni analoghe alla (r), 
combinate insieme con le operazioni del calcolo, 
conduce ad un r-isul (amento finale, riduttibile 
anch'esso alla noia forma. Infatti 
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-( C -wv--n--^V-.) ^^"'■."i^'V-' 
Né all'anzidetta riduzione si oppone Io svilup- 
pamento e 

a m ^ma m -'bV- 1 -lm(m- 1 V 

-:^in(>i-iXm-2)a'~W-i ec. 

di (0-+W-1) 1 ' perchè pui concepirsi =^ la 
somma, qualunque sia, de' termini reali, ed =fl 
quella de' termini affetti da V-i , d'onde ne de- 
riva che qualunque combinazione delle quantità 

(a*W-i) m ,(c*ds/-ifee, , aneha nell'ipotesi 
che m,n, ec. sien num.i fratti o frazionar) , am- 
mette la riduzione di cui sopra 

Dunque ogni espressione immaginaria ed ogni 
combinazione di la/i espressioni, è riduttibile al- 
la forma A^tliV-i . Questo utilissimo teorema di 
D' Alembert , meritava una compiuta dimostra- 
zione. A suo luogo si vedrà ch'esso estendesi 
alle funzioni trascendenti ( logaritmiche, trigo- 
nometriche ee-J 

CAPITOLO VII. 

De' Logaritmi . 

§. Ifi. Se nell'equazione a ~y, dove a si sup- 
pone un n.° dato, ai sostituiscono per x diver- 
si n.i progressivi, si sa che diversi e progressivi 
risultano i valori di a" ossia é'y. Da x=o sino 
ad x^z.i esistono infinite frazioni, e ad esse cor- 
rispondono altrettanti valori d'y . Si ha per es.* 
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64^.,G8; 64'=i,S2 ; 64*=* ; 6$=ì,i$9 ; 
G4+=a,854; 64^4;64 a =8; ec- «• 

Per la stessa ragione infittili pur sono i Vaio- 
ri A' X tfa i e a ; tra a e 3 ec. a ciascuno dei 
quali corrisponde un patibolar valore ò'y. 

Lasciali da patte i valori fratti e frazionar) 
d'y, e prescelto per a un n.° molto comodo, 
per esempio a=io, può cercarsi qual debba es- 
ser x perchè io" risulti = r,a,3,ec. e questo 
immenso lavoro fu in gran parte ordito da En- 
rico Eriggs. Quel n.° cbe sostituito per x in io 
produce un determinato n.°, come x=i produ- 
ce 10^=100,^=3 produce io 3 = iouo, ec. di- 
cesi logaritmo del respettivo u.° y ; e si scrive 
x=l.y: quindi, nel sistema della base io, è 
2t=/.ioO, 3=/.iOOO , ec. Supposto costante lì 
n.° a, {base del sistema logaritmico,) il valor 
d'y resta determinato da quello d'i; n» varian- 
do a si trova che allo stesso x corrisponde un 
diverso y: Per esemp. a=a dà a s =4, a 3 = t< ec - 
e nel sistema della base a è due il logaritmo 
di 4, tre quello di S- ec. 

La moltiplicità delle basi essendo imbarazzan- 
te ed inutile, i Geometri ne hanno prescelte due, 
entrambe opportunissime , una delle quali è 
a— io, e costituisce il sistema de' logaritmi vol- 
gari , detto anche sistema tabulare . Or si vede 
che il logaritmo altro non è che l'esponente 
delia potenza a cui bisogna innalzar la base per 
formare un dato mimerò intiero . 

§. 44. Passiamo intanto a vedere i semplicis- 
simi principi della teorica logaritmica: 
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i." Essendo a"—\ in ogni sistema è zero il lo- 
garitmo dell'unità. 

a.° L'eq. a 1 — a(=y) dimostra die il logaritmo 
delia base, qualunqu ella sia, è =1. 

5." Quando x diviene n-A, dove h si suppo- 
ne un n.° finito progressivamente crescente , il 
n.° Y riceve rapido aumento: succede il contra- 
rio allorché si cangia x in i-h, ma per quanto 
accrescasi h mai non risulta 7=0 , perchè 

a"" 1 ^— (10) J svanisce soltanto quando x=ào . 

§. 45. Siccome x=!.y, si può scrivere a =y. 
5ieno b,c due determinati valori d' y onde ab- 
biasi a*— b, a' c. È chiaro (a n.° ITI.) che mol- 
tiplicando un' equazione per l' altra risulta 
a^^—bc: ma l'esponente l.b-¥l.c è (43) il lo- 
garitmo di bc: dunque l.b-+i,c=Lbc . 
Mediante la moltiplicazione dell' equazioni 

a z=b t a ~c,a ~d , 

si ottiene 

a^-^^—bcd, onde Lb-M.c-+L&=U>cd, e co- 
si eo. Dunque il logaritmo del prodotto di m fat- 
tori equivale alla somma de' logaritmi di ciasche- 
duno , e per fare il prodotto bcd .... basta som- 
mare i respettivi logaritmi di b , c , d etr. , e cer- 
care nelle tavole il numero corrispondente. Cosi 

»**- usggs; 

= 3,9667517 

ed il numero corrispondente ga65 è appunto il 
prodotto di S9 per 157. 
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un numero per un altro pub sostituirsi la sottra- 
zione de' rispettivi loro logaritmi: la differenza è 
il logaritmo del quoziente . 

Per es.° log. ^^=/.9z63-/.i57=3,gG675i7 
-2,1958997=117708520, ed il numero corrispon- 
dente a questo logaritmo è precisamente il quo- 
ziente richiesto 5g. 

§. ^7- Facendo nelle respettive equazioni 



aUndJ>*$M>=llt 3 j i l.b=bì, ec. e però ml.b=l.b m , 
qualunque numero intiero positivo si ponga per m. 
Una semplice moltiplicazione mxl.b. basta dunque 
per formare qualunque potenza m."""" 

Per es.° /.6»=5/.6=5xo,778 1 5i=3,890 7 55 , 
ed il n.° corrispondente a 3,890755 è 7776 (=6- 5 ). 

L' equazione a 1 *=y dove p,q si suppongono in- 
tieri e primi fra loro , facendo la potenza q d' am- 
bedue i membri , diviene a=y : quindi 
pÌJtaqLy e perà 



Dunque // logaritmo di qualunque monomio nu- 
merico irraziona/e a « si appura come quello di 



Uh+(.c=lbc ; l.b~+l.c~+l.d=l.bcd; 
U>-i4.c~¥ljir+l,e=Lbcde, ec. 
de' numeri c,d,e ec. =b , risulta 




una potenza ir. 



a 
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Vogliasi V&Si' Siccome /.656i*= ^-/.656i= 

^X3,8. 6970=0,3642427 ed il numero corri- 

spondente è 9, dico essere ^6561=9. 

$. 49 Oltre le prerogative sopra indicate, pa- 
recchie altre al calcolo logaritmico ne competo- 
no , tutte insigni e rilevantissime. 

I. Porge un facil metodo per riconoscere il nu- 
mero delle cifre componenti una data potenza a , 
poiché chiamando x il numero cercato, iW essere 
a non <:io (min. u.° d'x cifre) 
a™ <uo* (minimo n.° d'*+i cifre) 
Dal 1.° rapporto deducesi ml.a non<x-i (perchè 
/.iO=i) quindi mt.a-t-i non -<x, c\okxn<m>m!.a-*-i. 
11 2.° dà ml.a~<x ossia x>mì.a. Dunque il nume- 
ro richiesto è l' intiero prossimo >mì.a 
Quante sono le cifre componenti 299* ? 
Appuro 6Ì. 2 9 9=6X2,47567 1=14,854036 
e dico che le cifre sono i5. Infatti si ha 
299 6 =7i454o96i54820i . 
IL Dà speditamente il prossimo valore delle 
radici numeriche. 

HI. Facilmente conduce al prossimo valore di 
qualunque complicata formola. Trattandosi per 
esempio di appurare fo e deduco 

ri f * * 

libVcrf-la^ln, cioè l.b+il.c-y..a=l.n . 
IV. Serve a calcolare qualunque potenza , come 
(2,7i8) 6, '* 3 : basta avvertire che Z.2,718 è 
—I.'~=l. zjiS-l. iooo=/.27i8-5=o434 I 49 5 - 
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Compita l'operazione, si trova 2,74388a3 loga- 
ritmo a cui corrisponde presso a poco 554.5 ■(*) 
V. Ha il pregio esclusivo di risolvere tutte 

l'equazioni comprese nella forinola t£ x ~ > ' l = b' x ~ i ". 

Infatti sì ha 

(px-¥q~)l . a=(rx-ì-s)l. b, (pi. a-rl .b)x=sl . b -qla 

• p-» "^M-T^f ■ 

Fatto b"^z si risolve con eguale facilità a h =c . 

Cerchisi la final' espressione à' x . 

§. 5o. Il tipo del sistema tahulare o Brigsìano 
2.i=0, /.io=i, /. 100=2, l. iooo=3, ec. 

dimostra che il log. de' numeri compresi fra 1 
e io è necessariamente una frazione ; che quello 
de' numeri fra 10 e 100 è =!-+■ una frazione e 
cosi ec. L'intiero che fa parte di un logaritmo 
dicesi caraneristica, la frazione addizionale man- 
tissa ossia giunta. Passiamo a provare che la 
mantissa è sempre un rotto decimale indefinito, 
non periodico. 

Supponendo a"—y, dove-^- sia un numero fra- 
zionario finito ed m, n numeri prioii fra loro, 
mediante la potenza n di ciascun membro si ot- 
tiene a'-.-y ed estratta la radice m."""" risulta 
a-zy — v 1 , cioè un numero razionale a egua- 
le ad uno irrazionale, giacché y m -=y n I ,y" 

(*) Nella Scitnia del Cale. ( T. [. p. m») abbiamo troTaio 
544,47*4571. ma pei tal laffinamenlo d' approsiimaiione li ri- 
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è necessariamente un decimale indefinito , e tale 
per conseguenza una sua potenza qualunque. 

La caratteristica è composta di tante unità 
quante sono le cifre, meno una, del numero a 
cui spetta. Da io a 99 inclusivamente la carat- 
teristica è i; ella è a da 100 a 999 e cosi ec. 

Per rapporto alla mantissa deesi notare ch'el- 
la si conserva la stessa per tutti gl'infiniti nu- 
meri ~, ^ ,n, ioti, iooh, 1 000/1,... 

Cosi Z.o,2:=-i,3ojo3o;Ì.2=o,3oio3o;£20=i,3oio3o; 
/.200=2,3oio3o;/.2000=3,3o]o3o; ec ec. 

§. 5i. L'espressione l.a-l.b (=/.-^-} fa vedere 
che il logaritmo di un rotto è negativo. Per non 
essere arrestati da questa sorta di logaritmi , alla 
tavole del tutto estranei, bisogna dunque investi- 
gare un opportuno ripiego, e l'esempio che segue 
ne darà piena contezza . 

Trattandosi di dover appurare la frazione 

v somma a,88566i4. 

Aggiunta un'unità alla caratteristica (se ne ag- 
giungerebbero due se una non bastasse e coslec.) 
si prende la differenza 

3,88366 r 4 

-5,0788192(^ .1199) 

— 0,8048421 . 
Questa mantissa non trovandosi sul principio del- 
le tavole, ove i logaritmi progrediscono per dif- 
ferenze molto sensibili, si cerchi verso il fine di 
esse, e se le tavole che si posseggono sieno ri- 
strette, si noti il logaritmo 4,804821, che appar- 
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tiene a 638o5, e dividendolo per 100000 onde 
ricompensare le cinque unità aggiunte alla ca- 
ratteristica , potrà dirai che o,638o3 è il valore 
cercato . 

$. 5a. Il prec. metodo e' invita a far menzio- 
ne di un più ampio ripiego, proposto da Speidell 
l'anno 1613, e quasi generalmente adoperato 
ne' calcoli trigonometrici. 

Aumentando di 10 la caratteristica di La in 
1. ~ viensi a moltiplicare il numeratore per 1 0 mi- 
la milioni, e la differenza 10-hl.a-l.b risulta ne- 

919999999(1 0) (*) , ed altro non si richiederà che 
aggiungere a La il complemento aritmetico 10-Lb. 

Per esempio 1. 1 199=3,07881918 dà 
Compi, aritm. di [ 9,9999999(1 o) ) 

/.ii99....= ) -5,07881918 f 
= 6,93118082 
e si ha l. /. 17^,45-1- compi, i.1199 

cioè | !)<B3aia§i + \ 



= 9,80084225 
Non potendosi ritogliere , come conviensi , la 
caratteristica io senza ricadere nel logaritmo ne- 
gativo -0,19515775, fa d'uopo rintracciare il nu- 
mero corrispondente a ofiofò^iiS , il che ricon- 
duce per una più lunga strada all'operazione 
del antecedente. Vedremo a suo luogo che l'in- 
conveniente indicato sparisce ne' calcoli logarit- 
mici delle funzioni trigonometriche . 
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S- 53. Quantunque le tavole de' logaritmi sieno 
già costruire, giova conoscere l'ingegnosa forino- 
la, da cai l'analisi moderna ha saputo desumere 
la costruzione non solo, ma qualunque più ardi- 
to raffili amento della medesima; tanto più che 
l' anzidetta formala ci aprirà la strada ad una 
breve e facile discussione del secondo sistema lo- 
garitmico , sovente adoperato da' Geometri . 

Si è veduto che per una data base il valor 
d'.r dipende da quello A' y e viceversa, cioè 
che x, ossia l,y, è una funzione d'y . Sia per 
comodo y—\-i-n e suppongasi 

l(i+n)=zAn-+Bn*-+Crf . . . -+Vn (j) 

dove si prescinde da qualunque termine indipen- 
dente da n, perchè, dovendo essere /(i-K>)=/.i ~o, 
dall'ipotesi 71=0 dee risultare l'evanescenza dell'uno 
e dell'altro membro; si esclude ogni potenza 
negativa di n, perchè un termine itn~ f (=~*j di- 
viene infinito, quando n=o fa svanire il i.° mem- 
bro. Se ci riesca di determinare con legittimo 
metodo qualsivoglia numero di consecutivi coef- 
ficienti, A, B, C,ec, saremo assicurati che l'as- 
sunta espressione (j) è realmente ammissibile. 
Sostituendo in (s) in— w»* per a si ha 

l(i-nrt-W 2 )=itAn~i-A\n*-*-5B}'i 3 '+B)n3-*- ec. 

-*&fi|a -t-8q-MiC 

I K'Sfl 

D altronde 

^(i-f-2n-H/j*)^(i-t-n) 1 =3/(i-wi)=i(j) , cioè 
i(i-+an-4-« 1 )=:z^rt-t-aBfi»-i-2C« 3 -+-2DH» . . ,-t-aPii» 
e perchè non può- supporsi espresso con 

due funzioni diverse An-^Bn? A l n-+B t a' 1 .. .; 
altrimenti ammetterebbe due distinti valori, lo 
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die contraddice, la i.» espressione di /(i-t-sif-Mt*) 
dee coincidere con la i.* : ma non si può supporre 
soddisfatta per qualunque valore di n l'equazione 
identica An-i-Bri 1 Cn* ec. ^A 1 n-hB z n 9 -+C I a'ee. 
senza che lo stesso si verifichi per ogni determi- 
nato valore di n in 

(/f-zf.^-K-B-BO^-KC-CO* 3 ec. =o ossia in 
A-A^B-B^n^C-C^n* ec. =o, e questa fa- 
cendo rc=o dà Ai =A: se si sopprime A- Ai e 
dividesi per n, la stessa ipotesi «=o dimostra 
dover essere B : =B , ec. ; dunque riguardando, 
il che è permesso, come un solo numero Ai, 5, ec. 
il respettivo coefficiente di n a , n s ec. nella j.» 
espressione di /(i-t-ara-i-rc 1 ) , può e deve eup- 

A-+t\B=zBAB-*$C=a C,B-t-i a C-+i 6D=aD, ec 
ossia A-*iB=o, 4S-+6C=, B-+iaC-»-i4D=o ec. 
d'onde B—-}À, C(=-f£)=M> D—-ÌA, ec e 

/Ci-H0=^C(i4« -+ìft*-i(i*-+Ì « =t^") ■•■(') 
dove j4 resta indeterminata perchè tale sin qui 
si è lasciata la base, e dicesi modulo del siste- 
ma. Presto vedremo come si determini ne' due 
sistemi adoperati dagli analisti , e qual rappor- 
to abbia con la respettiva base 

§. 54. Se i termini dell' espressione (t) andas- 
sero successivamente diminuendo con tale rapi- 
dità , che dalla somma di alcuni potesse il pros- 
simo valore di /(i-t-/i) assai felicemente racco- 
gliersi, il problema sarebbe sciolto: ma siccome 
si verifica precisamente il contrario , ci è d' uopo 
immaginare qualche artifizio onde ottenere un 
idonea trasformazione dell' espressione (0 • 
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Dopo di avere osservata che cangiando n in -n 
1. CO dm.™ 

/C.-»)— /)Cn-+i«--*|n"..^-i.") , 
prendo la differenza tra questa equazione e la (/), 
e ricordandomi che l.a-l.b è =I.JL, scrivo 

Avverto adesso che l'espressione del logaritmo di 
qualunque determinato numero i— t-a , purché 
dotata dì rapidità , non lascia di essere idonea 
quantunque un suo termine sia /.a, perchè facen- 
do *=i,= a ,=3 ec. risulta /.a dipendente da 
/.i— o, /.3 da l.z già trovato, e così in seguito. 
Tento dunque la sostituzione di in vece di 

e qualora 1 equazione -— - = dia per n 

una tal' espressione in ai, che sostituita in (u) , 
ne provenga ne' successivi termini quel rapido 
decremento che si desidera, son certo che avrò 
il risultamelo a cui si aspira. 

L'equazione L—-s=!—, moltiplicandola per 
«('-"} si cangia in 
( t-n*)(i_n) ossia «-h«fl=i-«— h*-sii. 

e soppresso * si riduce a awi-+n=i ,cioi 
(a«-M)n=i .d'onde n= — -~ . Fatte le sosti- 
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K*~>3~*A (-J-^.^i-, ec.) ... (») 

forinola opportuuissima , qualora facciasi A—i , 
nel qual caso essa dà i logaritmi naturali, detti 
anche Neperiani , perché immaginati e ridotti a 
calcolo da Nepero , Barone Scozzese . Non si ha 
che da sostituire successivamente i, 2,3 ec. per 
a onde avere tutti all' infinito i logaritmi del 
sistema Neperiano : Si trova per esempio 

/-a=i|-^S-i-~-i-^-^ec.j = 0,%3i47i8 

i.5=lo B . a .-*.^--M--i-i- 3 -(-4-^ec.j...= .,09861328 

/4=i..»=ì kg. a . , ? , = f ,386*9436 

1,5=1. i l -+^~~+~-~^-— i tc.^ ... = 1,60943791 

/.6z=/( 2 .3>=/. 2 -K/.5r= 9 ? = 1,79175946 

i.i-o=f(>.5)=is-+/.5 ■.. . = 3,3oi585og, 

l.toi= := 4,61512108179, 

t-iooo = 6,9077543. (*j 

fi5. L' idea che le anteposte nozioni ci han- 
no data de' sistemi Brigsiano e Neperiano, è se- 
star zia! mente manchevole, perchè del primo non 
conosciamo il modulo , parte essenziale delia for- 
mola (11) : del secondo ignoriamo la base, k cui 

Tizione è in moltissimi casi necessaria . 
etta e !a base Neperiana è certo eh' esiste 
un valore di A e di n, soddisfacente alle respet- 

O Si sono ..minati „.« H™i n i, prima ridditi a Formi deci- 
mali, per ottenere il i. B logaritmo; .ci tenltai aono binali 
pel ioga[itjn[> a.", ti:. 1:1 ri. ?■ I due pel 7.°. UJloperl'S." 

fl Jì Hw.wt. meotre, a giodiaio di 

0 competente, per appurare col 
-j il 10I0 7. a, abbisognano olla 
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ti ve equazioni io=J,e-=j, dove i si suppone 
qualunque numero dato. Nella prima h=ts, 
K=t'.i nella seconda (*), e preso il logaritmo 
naturale dell'equazione io =e ottieni! h l. iO=t 

Dunque A — o,434 s 944 8 — è " modulo del siste- 
ma tabulare , cioè quel numero che si dee sosti' 
tuire in (v) per avere i logaritmi di cui si traila, 
e che moltiplicato pel logaritmo naturale produce 
il tabulare. Questi può dunque calcolarsi diret- 
tamente per mezzo della seguente forinola . 

log^i-r«)=log.'* + «68588 \~+ S- fV ^!)» 

§. 56. Dato un logaritmo trovare il suo nu- 
mero è un problema assai pia difficile, da noi 
contemplato nella Se. del Cale. (T. I. $. 107. ) 
La soluzione che passiamo ad esporre , è opportu- 
na soltanto per li piccoli logaritmi , per es.° non 
maggiori di /.» , ma in compenso ha il pregio di 
servire alla determinazione della base Neperiana 
ed allo scoprimento di una formola interessante. 

Sia n il logaritmo- naturale dato, 1— M*(= y) il 
numero che si cerca e però e K =y, e ai tratterà 
di trovare un'idonea funzione di k che prossi- 
mamente esprima il valore dì.u, funzione , clic 
per le ragioni addotte (55j rappresentiamo al so- 

(*) L di» tabulai* , n. Utfirìato . 
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lito per u=^Ak-+Bk* ec. 

Siccome *[=/(■ -+")>=«-5u*-+S« a ec, sostituita 
la prec. espressione di u , si ha trasponendo k, 
o=A\k-*B C1k 3 ~+ D ec. 

-A -iA*\ -AB - ÌB a 
^3 - AC 

Quindi C §. cit. ) 

^-1=0, 5-^ 3 — o, C-^B-+f ^ 3 =o . ec. cioè 

y =)( _t. — _f. — ~ -f - - . . , — $L — ~, vale adire 

espressione elegante , ma che diviene inetta se I 
l,y non è assai piccolo , perchè i termini trop- 
po lentamente decrescono , e bisogna sommarne 
molti ed anche moltissimi per ricavarne il pros- 
simo valore A'y . 

Potendo y esser qualunque suppongasi =C , e 
si avrà ( 4'(- *■ ) 

e=i-*-i-t-Hi- + -^- + Tr. ;...=a>7>8a8i8n84-.. 
A' oode, posto a per y, 

È facile il verificare che 1' equaiione (x) molto 
bene soddisfa a lutti i valori à' y , inclusiva- 
mente compresi fra 1 e 3; e ciò prova a po- 
steriori la legittimità dell'ipotesi 
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u=àk-+Bk»-+Cs 3 .... 
J. 5j. Le tavole logaritmiche essendo necessa- 
riamente limitate, e prescindendosi in esseda'nu- 
meri fratti che sono infiniti fra o ed i , come 
pure dai frazionarj , infiniti parimente anche fra 
i e a , si rende necessario un adattato artifizio 
per supplire in pratica a tutti i bisogni del 
calcolo . 

Suppongo che il massimo numero delle tavole 
sia joo mila e che per appurare una formala 
si richieda t.io-jSfaG* . Spartisco il numero in 
10785000-1-962 ; dalla forinola (u) (54) , me- 

in questa fo a= 10785000, /3~ 9G2 , e siccome 
so essere 

/.1 0785000=^.10785-+/. IOOO--5-4-/.10785— 7,032820, 
ritraggo 

/.i0785 9 62-=^,o3»8a+o,868588( ;; ^--(. ec.}=7,o3a859 

dove ho soppresso il 2.° termine dentro le sgrafFe 

Serchè la sua prima cifra significativa è dell'or- 
ine decimoquinto . 
S. 58. Debbasi ora trovare /. 107,85962 . 
Se togliesti la virgola avrei per logaritmo 
7,03*858885 .... y 
1 cinque nassi della virgola verso la destra equi- 



valgono alla moltiplicazione per 100000 ed il 
logaritmo di 100000 è 5 : basta dunque eh io 
diminuisca di 5 il logaritmo prec. e 2,o3a . . . 
sarà ec. Se, tolta la virgola, il numero non ol- 
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trapassa la sfera delle tavole , 1' operazione è 
brevissima . 

Cosi log. 2, 7 i8=log. ^=5,434249-3=0,4343*9. 
Merita speciale osservazione il caso che il nu- 
mero proposto non abbia cifra significativa in- 
nanzi alla virgola, come se vogliasi .'. 0,4, per- 
chè LA-I. 10, cioè O,6o2c6o-i , risulta negativo . 

II ripiego più semplice ci sembra quello di 
scrivere la caratteristica negativa , per esempio 
/.o,4=-i,6o26o , con l'avvertenza di aumentare 
le caratteristiche sinché i logaritmi divengano 
positivi quando su di essi deesi effettuare qual- 
che operazione . Se per es.° vogliasi appurare 
coi logaritmi il prodotto 0,75x0,4, giova com- 
portarsi nella seguente maniera: 

/.o,75=/.75-a=i,875o6i-a=-i,875oGi 
l.o, 4=/. 4-1— 0,60 2 060-1 =-1,602 060. 

Soppressa la caratteristica, il che suppone un au- 
mento di due unità, la somma è 1,477121. 
Scrivendo 0,477121. ( = log. di 5 ) avrei 3 per 
prodotto, ma perchè dee sopprimersi un'altra 
unità dico essere o, 7f)XO,4=o, 3. 

J. 59. I sistemi di Briggs e dì Nepero sono 
preferibili a tutti , il primo per l' opportunità 
della base, ed esclusivamente si adopera ne' com- 
puti trigonometrici, il secondo per la semplici- 
tà del modulo , e serve costantemente al. Calcolo 
Integrale . 

Le seguenti tavole , per cui alla moltiplica- 
zione vien sostituita lo somma , abbreviano il pas- 
saggio dall' ano all' altro sistema e sono in pra- 
tica utilissime . Per evitare ogni equivoco basta 
solo avvertire che mentre 

a^=o,8685...^,3X^è=o,o8685...;o,02X / 4=o,oo8685... 
e viceversa a0vi=8,685...;aoo^=86,85... 
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Come pure che dall' ess 
ì=9,aio... derivale 



■fi 



-0,09110... 



TAVOLA r. 
A=o, 45429 44819; iA=o, 86858 89638; 
5^=i,5oa88 34457; 4-4=i, 75717 79176 
5/4=3, 17147 34095; 6,4=3, 60576 60914 
7,4=3, 04006 1 5 7 35; 8,4=3, 47455 5855i 
9^=5,90865 05571. 
TAVOLA 11. 
-±-= 2, 3oa58 50919; ~= 4,6c5i70i85g 
« JL= 6,9077553789;-^-= 9,3103403719 
~=i 1,51291 54649; 3, 8i55i 05579 
-L=i6, 1 180955509; |*=i8, 41068 07439 



Proporzioni , e progressioni . 

§. 60 Due ragioni esprimenti un'egual diffe- 
renza od un egual grado di raoltìplicità o sum- 
moltiplicità fra cose omogenee, costituiscono una 
proporzione (*) Nel primo esso la proporzione 
dicesi aritmetica e la sua formala è 

(*| La ragioni . dite SmcUit , i un citta riporlo KiHtiArall di 

jkont'U, dai indipendMltmenle di qualunque medi Geni ani 
chi pai» compiici* ilio grandette il»». Nelle Ktnw ttt> 



~=^, 7i5i6 58369. 
CAPITOLO Vili. 




k modiitiiieoi dei 
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-^■a.a-hd.-.b.b-^d .... (i) 
dove la somma de termini estremi on-è-t-J, egua- 
glia quella de' medj , a~vd—i-b ; essa mostra che 
può essere b= a— hd cioè 

-7 a .a-+d.:a-*-d.a-t-id, 
nel qual caso la proporzione divien continua . 
La forinola delle proporzioni geometriche è 

-^■a:ar>:b:br....(i) 
perchè ~(=r)=-^-- In essa è a.br—ar.b cioè il 
prodotto de' medj eguale a quello degli estremi ; 
e fatto b—ar si ha la proporzione continua 
«sur: '.ar:ar*. 

Come dalla proporzione a: b; ;c:d deriva ad=bc, 
cosi da un'equazione della forma p ree. d ed u cesi 
la corrispondente proporzione, poiché dividendo 
ad=bc per bd oltiensi -r-=—r cioè ec. 

Si scrive t=u per esprìmere la ragione diretta 
tra le quantità o grandezze (, u, tale cioè che 
ad mu ed —respetti va mente corrisponda mi, — 
La tu=:a è il simbolo della ragione inversa, per 
cui la t diviene mi quando u si cangia in — : 
tal condizione infatti è unica e indispensabile on- 
de si abbia T.-^=tu=a , dove T rappresenta la 
grandezza £ dopo la variazione di u . 

Decrescendo u oltre ogni limite assegnabile, nel 
qual caso dicesi infinitesima e si scrive ji=-^-=o, 
l'equazione — =t diviene— =00 ossia iJ=o.oo. 
Basta ricordarsi che il quoziente cresce nella ra- 
gione con cui diminuisce il divisore e viceversa. 



7 5 

La forinola M:N: :ace....: .... significa che M 
sta ad N nella ragione composta di a:b, &ic:d, 

J. C-i. Dopo l'esposte nozioni preliminari ci sem- 
bra opportuno ed in parte necessario , un breve 
e facif saggio sulla metafisica delle proporzioni ; 
argomento con singoiar' esattezza e profondità di- 
ecusso dal sommo Euclide , e a' di nostri , come un 
oggetto che passò di moda, trascurato soverchia- 
mente (*) 

I. Fra le molte variazioni e modificazioni che 
posson farsi ne' termini di una proporzione geo- 
metrica salva la proporzionalità, son notabili la 
seguenti . 

Avendosi a:b\ ;c:d: risulta 

axl'.kd (alternando 
b:ay.d:c ( invertendo 

a-t " 6 i % ' ' C-h ' \d\ com P° tte ndo 

*-4 | ■ .'c-d | j divìdendo 

Se o:c: ;è:c è ac=bc ed <?=i : viceversa dall' equa- 
zione a=ft risulta ac=bc ed a:c: :i:c; dunque 

II. Due quantità che abbiano lo stesso rappor- 
to ad una terza sono eguali e viceversa. 
Posto che abbiasi | : ; C :d sussiste a:b; ;e f 
perchè perciò 

(*) Il profondiamo Geometri Rohirlo Simfim, illudendo ali) dol- 
iti. ,j ìcm proporzioni inugnin da Eliciuti , slitti : mhil 
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III. te quantità proporzionali a due quantità , 
qualunque sia it numero delle prime, sono pro- 
porzionali tra di loro . 



V. Due rotti aventi lo stesso numeratore stan- 
no in ragione inversa (o reciproca) de' respeuivi 
loro denominatori . 

Avvertendo che alla proporzione a\b: \c:d coesiste 

poiché ne deriva ab=tad=al>=±bc cioè ad=bc come 
dall' ipotesi , si scuopre vera la seguente proposiz.'* 

VI. Due quantità sono proporzionali alle som- 
me ed alle differenze , che si ottengono aggiun- 
gendo loro o da esse sottraendo due quantità 
proporzionali . 

Molliplicando e dividendo l'uno per l'altro i 



giacché il rapporto della i,* è rr' t della s.» 
Si verifica pertanto 



VII. Che i prodotti ed i quozienti de' termini 
cmologi di due proporzioni geometriche ne costi- 
tuiscono un'altra. 

Dato un qualunque numero di rapporti omogenei 

a:ary.b:bry.c:cry.d:dr ec. 
è auir:*:a-+b-hc-Hl ec. ar~+br-Jrcr-+dr ec. 
ossia <r.ary.M:Mr , dove M=a-+b-n:-i-d ec. 
vale a dire 
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Vili. Che ne rapporti omogenei sta un ante 
cedente al suo conseguente come la somma di • 
tutti gli antecedenti a quella di lutti i conseguenti. (*) 

5. 65. Protraendo la proporzione continua si 
forma una progressione, la più semplice fra le 
serie, e si ha 
^-a.a-HÌ.a-+id.a~i-id ... a-+(n-i)(/ ...progr. arit.<» 
4rf :ar:ar s> : :ar 3 :ar' t ... . ar . .. progr. geom." 
Nella a.» sta a:ar p y.a e ~':(ar'f~' ed è una pro- 
prietà notabile. SI nell'una che nell'altra sì di- 
stinguono cinque elementi: primo ed ultimo ter- 
mine, numero n de' termini , somma 1 di tutti, 
differenza d nelle aritmetiche , ragione r nelle 
geometriche : 1' ultimo termine, ossia V n."™ 1 , 
s'indica con la lettera /. 

Dati a,d,n si trdva subito * nelle aritmeti- 
che qualora scrivasi 

■ a, «-H, *+id,...a-H*-x)d, a - f .[tt-,)d 

•-HwH,«-H«-»>'.»-W»-3tJ, b-w." 
la a. a delle quali progressioni è la 1.» disposta con 
ordine inverso; poiché la somma di ciascuna co- 
pia verticale essendo aa-+(n-i)d , la somma di 
tutte, ossia ai, risulta [sa-+(n-i)d]/i ; e perciò 
si ha *4«z-+(fl-i)<i]-f- . Può anche scriversi 
a-Kj-i-(/j-i)(i ossia a-H per atn-(ra-i)rf onde 
•vere J=(«-W)~ ■ Cosi fra i cinque elementi 
B,d,l,n,s sussistono l'equazioni 

j l=o-+Cfl-i) £ i l Ì - - • - (3) 

(*1 E qtl«n li XIII. prop., dirimuti dimagriti di Euclidi ne] 
prim» il' "noi Zi&ri ArUmaìti . 
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■ §. 64. Dinamo che dati tre elementi sempre si 
possono determinare gli altri due, e per darne 
una prova generale passiamo a mostrare che per 
mezzo di due equazioni di 1.° grado, entrambe 
affette da due incognite x,y, sempre può ap- 
purarsi il valore di ciascheduna . 
Abbiasi ax-ì-by=c , Ax-*-By=C . 
Mia , .■ , dalla a." i=£r*: m> =1= 

dunque ^l— c -^y e moltiplicando per aA, 
A(c-by)=a(C-Bf) , ossia aBy-Aby=aC-Ac , 
cioè (aB-Ab)y=&C-Ac ; quindi 




I quesiti a cui può soddisfarsi per mezzo delle 
equazioni (3) sono 30, numero eguale a quello 
delle combinazioni ternarie di cinque elementi, 
~~TT' C =10 )> moltiplicato per 2 , poiché ciascu- 
na combinazione lascia due elementi a trovarsi. 

Soggiungiamo qualch' esempio trai meno facili, 
onde agevolar l'uso dell'equazioni (3) e promuo- 
vere nel tempo stesso l'istruzione analitica, ri- 
serbando le combinazioni che omettiamo, all'eser- 
cìzio scolastico, ed alla diligenza de' giovani . 

Esemp. 1-° E data la terna a,n,s e vuoisi d. 
La 1.» delle (3) mi darebbe d se conoscessi (: a 
tal' effetto ricorro alla 2." e moltiplicandola per 
— la riduco a — =a—H d'onde t=~-a : dunque 

Esemp. 2.° Trovare f per mezzo di a, ri, s. 
L'elemento ignoto che m'imbarazza essendo rt 
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ne ricavo l'espressione della 2.» ed ho n — ; 
questa la pongo nella i.» ed ottengo 
i==a-i-(^ r -i)rf J cioè 

che , tolto al dai due membri , diviene 

equazione che per essere a,d,s numeri dati, 
si riduce alla nota forma t*-hpt= q(Zò), e risciol- 
ta dà t^{-d=±V[! i (a 1 -ad-*-i<ls)-+d2]} 

È facile il vedere che le formole per ciascun 
elemento , qualora sì contemplino tutti i casi, so- 
no quattro, perchè ^i^(=4) sono le combina- 
zioni ternarie tra i quattro elementi che restano. 

Quando si trova /i=A-t--Ì- ciò vuol dire che per 
soddisfare al problema si dee prendere un nu- 
mero intiero k dì termini , più la parte ~ del 
termine {A-f-i)."ìmo 

§. 65. Per inserire fra due dati numeri * , f3 
(>■«), un certo numero m di medj proporziona- 
li aritmetici , altro non si desidera che rintrac- 
ciare la differenza dovuta ai successivi termini 
della propressione richiesta ; e perchè i termini di 
questa debbon'esser per ipotesi m-t-a , basta la sem- 
plice sostituzione di m per a, di (3 per t e di 

ni-+z per n in d=' — [espressione data dalla 1.* 
dell'equazioni (5)] per avere d=^- , e quindi 
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., . , 'O 3 -* 1 ..... i gfgao 

m-+i v 

3 soddisfacente . 

Essendo per es.° a— a,|3— I8 1 rB=4> ^isulta^ ' = 'T =5 ~ , " 
« .,5f,8f,..i-,,4-S-,,,ìt=.8)- 

§. 66. Verificata nella progressioni geometriche 
la proporzione 

er-mr a -t-ar 3 ...— :a-t-ar-+ar ....-KJr '. '.ni 
si può scrivere s-a:s-l'. ossia j-a— r(i-0> 
d'onde rj-J , vaia a dire (r-i)»=rt-fl: per con- 
seguenza s =7rrf=7^7-) ' f 0 f»ole , la a." delle 
quali e' insegna che la somma equivale alla dif- 
ferenza positiva fra termime ed il i.% 
divisa per r-i . 

L'equazioni j l=a* *»*==^rr j ■■■■ (4) 
sono ben' opportune per risolvere il problema ana- 
logo a quello del §. 64- Si eccettuano soltanto i 
tre seguenti casi: che i dati sieno n,t,s ; a,n,s ; n,lj ; 
nel invogliasi a,nela.° (,nel3.° r ; casi in cui 
l' equazione finale non essendo di alcun uso fa 
d' uopo supplirvi con un idoneo artifizio (*) ■ 
Conoscendo a,t,s, la a.» delle (4) dà subito r='£ 
Si ha fi dalla i. 1 per a,rj , deducendo 
l.i=lM-+{n-i)l.r , d'onde n^'-idi-t-i . 
Si cerchi s per a , r , n , indi per a , r, I . 

[*) Vtejiii — Se. d«l Cale. T. 1. V 113. 
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§. 6j. Le sostituzioni del §. £5, in i— ar 
danno r=V — e mediante questo valore a' in- 
serisce un numero di med j geometrici fra « e £2, 

§. 68. Una progressione geometrica dicesi di- 
vergente se i suoi termini vanno crescendo come 
in 2:4:8:16:52 ec. ; convergente quando successiva- 

QiMtitn è inutile supporre 1/ prime protratte 
all'indulto, perchè [ali risultano n , ( ed i ; o 
1« formoli: (3) nulla insegnano per rapporto ad 
a ed r , altrettanto ni molti casi giova riguar- 
dare le seconde come inoltrate al di la <V o^oi 
limite assegnabile : In queste >ì ha f-=o ed n ■» , 
ma resta luogo ad esprimere con una forma seni' 
plicissinji uno d.'uli dementi a , r , s, per gli al- 
tri due che debbon' esser noti : diciamo per gli 
ulti i due , perchè n , ( dipendendo I' uno «all' al- 
tro, non costituiscono due distinti elementi e non 
debbono supporsi dati insieme . 

SÌ può anche prescindere da a ed r, che richie- 
dono la cognizione di j , unico elemento che so- 
glia essere ignoto ed interessante. Or questo sì 
ria subito dalla «=~ che si riduce a ~ = — ■ 
Volendo peres.° sommare i-t-i — t — ^ — 1 — ^ j ec. fassi 

u=i,r=£ e si ottiene J =^r — i:— =».Eccouna 
classe di serie che tutte riescono sommabili con 
la stessa fucilila . 
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La formula dà propriamente il limite a cui 
la somma indefinitamente si accosta a misura 
che la progressione si concepisce inoltrala, 

§. 69. Come le progressioni convergenti fanno 
concepire l'idea dell'infinitesimo, così le diver- 
genti presentano quella dell'infinito. È chiaro in- 
fatti che 

e che tal' è pure l[=ar ]=ar perchè sì ha 
r>i. Lo stesso si verifica per rapporto ad 
j=an=aoe , somma della progressione parallela 
a-t-a-wi.... protratta oltre ogni limite. 

Dalla nozione dell'infinito e dell' infinitesimo 

i. Che mai è =00 ed fl=t£ è =a . 

Infatti l'infinito è una quantità che ha rice- 
vuti tutti i possibili gradi di aumento, e con- 
traddice che possa nuovamente aumentarsi con 
una quantità finita; d'altronde se oo-t-3~oo, an- 
che 00 =30 -a . Cosi , se a potesse accrescersi per 
mezzo di un infioìlesimo , la quantità | ammet- 
terebbe ulteriore diminuzione. È poi manifesto 
che dall'equazione a-+£=a deriva a=ai-\- 
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II. Che i rapporti a: co, a: £ necessariamente 
suppongono le rispettive progressioni 



vale a dire che la nozione dell'infinito include 
quella dell'infinito di a.° ordine, cssia d' <* a , 
infinitamente >oo , e cosi eo. e lo stesso di- 
casi dell'infinitesimo." 

Ili. y , essendo & numero finito >i, è Inter' 
medio fra qualunque grandissimo numero x ed 
ec, perchè da *j:=k deriva o>=Sn, prodotto di 
due numeri finiti che non può essere infinito; e 
dall'ipotesi y=oo ne nasce oe=Jì», cioè l'equa- 
zione assurda i— tf. 

IV. Se o=i-*J-, la potenza a" dà 

i-tAo -^ a .-f< co-0-^^. "'"-' J 3° — '=t ec. 
^bo-+ n J a .-f a ^.-E."-f^^% ec. eo. 
ed anche supponendo $ una piccolissima frazio- 
ne ~ f si ha ^i>* , oe a , ec. ( n." prec. ) ; 

dunque a™, se a>i , esprime l'infinito di un or- 
dine superiore. 

". Il prodotto de'medj eguale a quello degli 
-:•<"■-■-■-■• la proporzione 



que sieuo a ed m , e perciò anche 

- X nà'.Ma se o>i è (n.° prec.) a»:>oo , 

i ( 60 in fine ) essere 1 : 05 0 : a : 
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Dunque pr : ~ : : o ■ a , cioè ^j^^— ) =o . 

Si pu6 adesso rintracciare a priori 1' origine 
deti? «Mattone a=i, cbe nel §. io provammo 
con industrioso argomento , atto a convincere non 
a persuadere. ... , , 

Richiamati i valori ottenuti sul principio del 
j. A3. , valori di cui possono formarsi innume- 
labili esempi diversi , apparisce che il valore di 

<Ja, eisendo coi , diminuisce se « cresce, e 
che indefinitamente vassi accostando all' uniti ■ 

Dico che il limite di Va, cioè il vaiola di 

a£=a 0 ) non può essere > nè «si . 

Infatti dall' equazione Va^i-fi deriva 
«=(i-^)">i» ( n.* IV. ): da quest'altra 

v'a==- 1 — proviene a=- — cioè a<i . N* me- 

i-t-J r (J-M3 
no spedita ottiensi la prw. conclusione se 



Digitized by Google 



85 

§. 7"- Una delle più belle applicazioni delle 
proporzioni geometriche è la regola di falsa no- 
miti rie , tanto utile nell' Astronomia ed in altre 
parti della matematica mista. 

È proprio della falsa posizione semplice assu- 
mere nn valore ipotetico dell' unica incognita 3Z 
spettante ad un problema di 1* grado, per de- 
durne' il vero, mediante la proporzione fra i va- 
lori vero e falso ed i respettivi risultamene . In- 
fatti qualunque sia la condizione che costituisce 
il problema , la sua espressione si pu5 ridurre 
alla forma ax=b , e mentre la sostituzione del 
valor vero x' per x fa coincidere il i.° membro 
col risnltamento vero b, dalla sostituzione del 
valor falso mx 1 dee derivarne il risultamene fal- 
so mb . Ma x' :mx'.;b:mb, ed il i.° termine di 
questa proporzione è in arbitrio , il 3.° si cono- 
sce, il 4-° s ' P uo appurare. Dunque per essa si 
determina x' , e perci6 si risolve ogni problema 
dì l." grado ad una sola incendila. 

Probi Qnallro cannelle si mi il tanna mente ver- 
sano acqua in una vasca, e sr *a che rispettiva- 
rotule l.i nenipi rebbeio in 3 , 3 , 5 , 6 ore . In 
quanto tempo la vasca sarebbe rifiunta dal si- 
multaneo getto di tutti le cannella? Sorua.« . „ 
Supponendo il tempo _— i°' la i.* cannella riem- 
pirebbe la meta della vasca, la z.' il i." , la J,* 
il 5.°, l'ultima il 6.°, e si avrebbe 

t-Ì ossia ? della vasca. 
Dunque fi j'.~:i<"-it<"-=$.t<>*-=&(/ . 
L'eq. ix-+^x-t^ x-t-^x^t da subito x=^<"-—5o' 

(*) Virj quotili limili al premiente trnianii negli epigrammi 
|r"i rinvenuti la) So/morie in ua Codio Plinti» . 
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J. 71. Se il probi, dipende da due incognite 
x,y, più non sussiste la proporzione fra i va- 
lori ipotetici d' x ed i risulta menti respettivi . 
Per trovare un compenso si rappresentino l'equa- 
zioni del probi, con le forinole 

[ ax-f-6/=i, Ax-^By—D \... (IH) 
S'indichi il vero valore à'x,y per x',y / ;ida<: 
respettivi valori ipotetici A'x,y sieno 
Ji, «ai Ji 1 JVS e Di , D a i > fals ' risultamenti 
che si ottengono eliminando e poi sostituendo 
3:, , , per a: in Ax-vBy=D ■ 

La i.' dell' eq.i (IH) dì yjt^; la a.' , fat- 
to x=rx lt — T a , diviene respetti vamente 

¥^-?)*.=°..?^-$*.=°. 

e posto D-M=H,^-A=K si ha 

H-t-Kx^D-Di, H-*Kxj=D-D*, 
dove i secondi membri sono gli errori provenien- 
ti dalle ipotesi i* e 2.'. Avvertasi che le diffe- 
renze fra il valor vero x' ed i valori ipotetici 
a",, x a , stanno in proporzione con gli errori " 
de' risultameli, cioè che sussiste 

x'-x t '.x , -x t l-:H-(-Kx l :H-hKc ! , : 
infatti ne deriva H{x^xi)=Kx'{x t -x,) , 
d'onde ^E^M D , ( aB_*dB-m 

espressione identica con quella che risulta dalla 
ehmioazione d'; fra l'eq.^lll). Sia per comodo 
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Errore D-D 1 (*=H-+Kx i y=e IÌ 
Errore D-D ll {=H-*-Kx i y=e x , 

e la proporzione 3/-x s -jxJ-X x : :e t :e a ci darà 
e i (x , ~x l )=e,(x'-x t ') ossia a/^^~-£i— ; 

forinola che comprende una facìl regola pratica 
per tutti ì probi, di i.° grado a due incognite . 

Probi. Due giocano insieme ed il più bravo scom- 
mette 12 soldi contro otto ad ogni partita. Fat- 
te .dieci partite V altro gli paga aO soldi. Quante 
partite ha egli vinte ? Soluz.ne Supponendo il 
n.° cercato ;e=6(=.t,) risolta ji=4> ' giocatori 
restano pari e si ha e L =-zo. Fatto x=^S(=x^) 
èjv=2 ed e E =20. Dunque 

Si ritrae lo stesso dal sistema 

X-¥y=\0, &E-t2j=zO. (*) 

CAPITOLO IX. 

Delle Serie . 

. %. 71. Parecchie grandezze che si succedano 
con una determinata legge costante formano una 

La legge può essere scelta ad arbitrio o costi- 
tuita dallo sviluppamelo di una funzione frazio- 
naria o irrazionale (***) Si ha per esempio : 

(*| È un' applicatone abusiva quelli che aliti hi preteso fi» 



[ numero delle vibrazioni in una ilesja unita di 
I Velocita il numero delle uniti lineari percorse co- 
li dilli pifftmii t V InfixituimaU offrono altri fonti 
In generale, la loro origine analitici, >e lieno in- 
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v=r i -t- s x-tàx s -t-2 8jt 3 -m oca; *-v 



la 2.' serie si compone direttamente con la se- 
guente legge. 

Presi per primi termini i, si, si stabilisca di 
formare il 3." niedianfe la somma dell'antece- 
dente moltiplicato per Zx e dell' antiprecedente 
moltiplicato per iX 1, - si applica la stessa legge 
alla furmaiione del 4° e cos ' ec - 

J. 73. Lo sviluppamene di un quoziente let- 
terale , per es.° di ^ , sino al termine 
(n^-ijwino , nel presente caso 



per esser completo esige la giunta del quozien- 



cutivo al termine (fH-i)"»™» , pel solito diviso, 
re a~x , esige cioè il termine compierà elitario 

. Si può prescinderne nella sola ipotesi 

che la serie dedotta sia convergente ed infinita. 

Posto a>x, come la convergenza richiede, il 
termine eomplementario all'infinito diviene 





te, che si ha dividendo il residuo , conse- 



(S»».* v.) 
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perchè il numero — ^ * finito, il termi- 
ne complementario cresce indefinitamente con 
n : si ha pertanto 

Questa Corniola, se fassi a—i, 5 ec. ed x= i 
riproduce le serie del $.68.: al contrario se si 
suppone a=if£"stS cangiasi in 

s la serie dentro le sgraffe non È =-i ,ma bensì 

Infatti (6G) IJ^l^a"***-! . 

Nella stessa guisa facendo a:=i nell'equazione 

si ottiene o— {i-5-i-5-7-t5 . . . =taao . 

È assurdo elle i-3-h5-7 ec. all'infinito svanisca, 
e quando con un metodo legittimo, che dee 
dipendere dalla frazione generatrice , si trova 
1-3-1-5 ec. =o, ciò significa che la frazione sud- 
detta, nell'ipotesi A'x — t svanisce, cioè che ze- 
ro è la somma della serie infinita i-3-f5 ec. 
presa insieme col residuo. I valori -i , o , spet- 
tanti alle respettive serie * f 

i , 2 , i a ec. , 1—5—1-5 ee. 
li diciamo somme eomplemeniarie , perchè ri- 
chiedono come loro complemento il residuo , e 
cosi li distinguiamo da'liraiti (68) con cui non 
hanno relazione . 
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Per appurare direttamente la somma della se- 
rie infinita i-3-t-5 ec. sia s 1 quella degli n pri- 
mi termini d'ordine dispari, s" degli n-i primi 
termini d' ordine pari , e deducendo (63) 

ù avrà *(=jV')=Cm->)««». 

il trova J=-a» prendendo rt termini di s" . 

£■ 74- elegante metodo generale per isvol- 
gere in serie una data funzione , si è quello dei 
coefficienti indeierminati , metodo che adoperai»- 
?"P er genere gli sviluppameli (0,0) n« 
§5 53 e SS; esso è anche non di rado esclusiva- 
mente idoneo,. Talvolta però giova ed in qual- 
che caso bisogna, un'anticipata idea della legge 
moderatrice . Sapendosi per esempio chel'e^pres- 
sione di V^-x 1 ) non pnò contenere le poten- 
ze dìspari d' x , perchè -£ a sta per a (fa), si 
pone V(a l! -jc*-)=A-+Bx : '-t-Cx : <-+ ec. 
Da questa, equazione inoaltata al quadrato, tra- 
sponendo a*-^ E nel a.° membro , si ha 
0 ._\A*-*.- 1 AB\x*-+ B a bU^Db< ec. 

quindi come (53 , 56) 

§. 73. Essendo y una ,data funzione d'^.non 
sempre basta anere y—Ax^Bx*-<-Cx 3 ec. ma 
sì desidera x =^r^/^yv 3 -cioè la ; serie. in- 
versa.. A (al'effetto si sviluppa l'equazione 
y^(*y^fy*™.)^Bty-^y»ecy*.€(.*y-+$y* ec.)* e*, 
e raccolti p er ordine in un sol membro i t»r- 
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si Fa separatamente uguale a zero 
e' coefficienti A'y" , y 1 , y' 1 ec. il che 
dà tan t" equazioni di t.° grado quanti sono »,/3, 
y ec- Ecco l'operazione di cui si tratta: 
y=A*y^r ~A$ \y*->-Ay \y 3 -+ Ai 

-+. c«S-| •+ Bff' 

-+ De* 

o—(A*-i')y-*(.A(i-*-B!i >L 'ìy a -i-(Ay-}-iB»ji-i-Ctii :> )y ì ec. 
3ìa-\=o , Afi-ì-Ba^o , Ay-+aBa.$~+Ca.*=r o,ec. 
Dalla i." «=r£-,i la a- 1 diviene À$+~i=t> e 
dà (3—-— 3 i posto il valore d' m e di (3 nella 
5.' si ritrae y— ^-jr— , e proseguendo si trova 

S=(BABC-A^D-5B 3 ):A'ì ■ 
t=WB>-2iAB*C^A i >BD-+?>A*C 2 -AZE): A 9 
ec. ec. 

Es.° La serie proposta sia 



e posto A=t,B=o,C=^- , D=o, £=-Veo 
trovo a=i , |3— o , yt= — - , $=o , £= — ' — ec 
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Quest' es." ci sarà utile. 

Quando la serie di cui vuoisi il regresso è 
y=-A-^Hy ec *i fa y A=u iodi n^«u-*f3u» ec 

g. 76. l'nma di Ihscmib I' argomento del pre- 
terite Capitolo, cunviene die ci occupiamo ak 
■ 1 ..ii' nell'esame di Ice speciali classi di sene, 
e sono le algebriche , le Simpioniane e le ri- 
correnti . 

Una serie dìceri ah\eirica quando con prende- 
te la differenza de' successivi termini, indi quel- 
la delle diffidenze prime, poi delle differente 
seconde ec. si giunge a trovare le differenze di 
un ceri' ordine tulle uguali . Le serie di 1." or- 
rime (ono prugtesaiuni .iritmeticlie ; Tra qui'ile di 
2.' ordine meritano di->lin'a menzioni) i numeri 
poligoni, di cui soggiungiamo il p ruspar tei , uni- 
tamente alle respettiw progre'sioui geoera'rici, 
clic li producono uiedian:e la somma de' succes- 
sivi loro termini . 



Progr. gener.t' Nura.' polig. corrrsp. 1 ' 



I.*.3, 4, 5^ n 


1,3, &,ìo,io.~~(n-+i) £ trigoni 


i,5,5, 7, 9 ...3t-i 




i,4,7,io,[5...3n- 2 


1,5,12,33,35 (Sn-iì^pentag. 


1^,9,13,17... 4^-3 


i,G,i5,3845 ...jj(3"-0 £ esagoni 



Sono di un ordine successivamente crescente, a 
partire dal 2.°, le serie de' numeri figurali , se- 
rie che cominciano con quella de' trigoni, e si 
formano mediante la somma de* successivi termi- 
ni della serie antecedente. 
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1,5) G,ro,i5,ai — (bH-i) trìgoni 

i,4,io,20,35,56 «fn+jifa-fiJ pi ram id a u 

^,.5,55,70,126 .... trfj. pram." 

§. 77. Le serie di Tommaso Simpson sono 



nè riesce difficile il verificarne la si 
Scrivendo ) IM "t + J~ + '*" + t 



l' ordinata sottrazione dà 



»» r.+à+n =' 

tolgasi 

dividasi per 2 ciascun termine della differenza 

i-i-+s-h-* fV a^o «. =i, ossia di |-+À-r'À e(as * 
e si avrà ^ "^JXl ec ' ^7i{ 2 " ser '° 
e cosi in seguita . 

S- 78. È ricorrente quella serie, ciascun ter- 
mine della quale si deduce da un costante nu- 
mero di termini prossimi antecedenti , moltipli- 
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eaniloli respettlvamente per una determinala quan- 
tità , eh' è sempre la stessa per un termine di 
un dato ordine innanzi a quello che si cerca. 

a-ax-i-ax'-ax* .....=tax* jricor. le di i.°ord. 

1.... ì~¥*x-+8x*-*-2Bx 3 ] rÌPor.' e di 2.° ord. 

perchè ogni termine della i.» equivale al prece- 
dente moltiplicato per -x ; ciascuno della 2.» si 
compone di due parti, a tenore di ciò che si 
vide (70). I moltiplicatori 3a;,2j: a , ne costitui- 
scono (a scala dì relazione. 

Varie sarebbero ed interessanti le ricerche da 
farsi su quest'argomento, ma noi siamo costretti 
a tralasciarle . Veggasi Se. del Cale. §. 160 - 65. 
Terminiamo con osservare , che il metodo d'in- 
terpolazione insegna ad inserire un certo nume- 
ro di medj fra' successivi termini dì una serie 
y<,iYx>f*> ec - àl cu '. non alibi as' il termine gene- 
rale, con la condizione che la nuova serie sia 
della natura stessa della proposta. 

Quando è dato un nuovo termine y m e vuoisi 
l'indice m che gli compete nel sistema 

y», yiff» ■ ■ -ym — y„ 

sì richiede un metodo particolare che dicesi me- 
todo inverso d' interpolazione . 

SI 1' uno che l'altro de' due prec. problemi ge- 
nerali sarà da noi ampiamente risoluto nel tomo 
X. della Scienza del Calcolo . 
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CAPITOLO X. 



§. 7 g. Talvolta nel risultameli to finale compa- 
risce qualche frazione numerica irreduttibile , i 
cui termini sono composti di molte cifre , e la 
natura del problema lascia desiderare altre fra- 
zioni più semplici il cui valore sia prossimo al 
vero, e ciò si ottiene con un brevissimo artifizio 
consistente nella trasformali on e' di -y in ti— , 
La proposta frazione essendo - 



■(»»*) 



=,(,,38,7,4) lì Ì-I« 



(*) Milord Brounltcr diede la prima idea di qi 
rioni in una sua lettera, direni a Watti , 
tapparla del circolo al quadrilo del diametri 



ssa 
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Si cerchi lo sviloppamento di -~ e si troverà 



Le parti i, i -t-~, r+i^ i f ec diconsi frazioni 

convergenti, e costituiscono altrettante espressio- 
ni più semplici ed approssimative della frazione 
proposta. Esse hanno varie prerogative assai di- 
stinte, una delle quali è; 

Che, qualora il interinine Don sia intiero, il che 
succede se sì opera su di una frazione genuina, 
un numero dispari di frazioni dk un vaiar' ecce- 
dente, lo dà manchevole un, numero pari; vice- 
versa se intiero è il t.° termine. 
Infatti abbiamo nel 3-° esempio 

i .-+-j_>.-c»_ n+i_ <•+;_ 

4«. 4 4-M t + i. 



perchè 9 -*~t>9 + -7, c > e oosl ln wgùiW- 

E quest' argomentazione può far le veci di una 

prova generale. 

$. 80. Prima d' inoltrarci nella presente dottri- 
na, oMerviamo 1* che siccome un numero ìrra- 
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azionale non può essere uguale ad un numero Su,, 
sia fratto o frazionario , lo sviluppamene del me- 
desimo necessariamente si estende oltre ogni limite. 
Svolgendo per es.° V^i^im... = 
si trova y, = i = i (i, »...), ed il numero 



de' denominatori eguali a i cresce a mi 
si aumenta quello delle cifre decimali c 
nella espressione di Va • Questo sperimento por 
trà servire di esercizio. 

Osserviamo 2. 0 che quantunque il quoziente 
prossimo maggiore sia talvolta più vicino al ve- 
ro, ed i quozienti di tal natura diano anche 
un' espressione più semplice e rapida , qual' è 
per es." 



^ dove i quozienti sono tutti superiori eccettuato 
1 ultimo ) in paragone della frazione continua 
3 (i,6,i,i,6) che ottiensi con prendere i quo- 
zienti minori, non ostante si rinunzia al nota- 
bile vantaggio sopra indicato , come incompati- 
bile con l'alternativo progresso, eccedente e di' 
fedivo, delle contigue frazioni convergenti; cir- 
costanza cai competono rapporti molto più in- 
teressanti .'■ 

$. Si. Detto a il numero prossimo minore di 
una data frazione x, siccome x~a-<i , pu6 farsi 
x^a~¥~, dove x x >i : trovato l'intiero a, pros- 
simo <ar, , pongasi x l =a [ -^^ e'cosl ■ 
1 ec. e si ritrarrà 
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x=a(a l ,a,,a 1i ....a rl ) ; 
forinola , che anche quando sia infinita , risulti 
esattamente espressa per a (a, , a a ,a ì ,..x^ 

perchè X m k=a m -+~- 

■+i •*■ 

J. 81. Sommando a~+-j-, a-+— ( , ec. per 

lo che si comincia dalle ultime due frazioni , 
si trovano le frazioni convergenti 

■ ' ' 

ed il simmetrico loro andamento dimostra, che 
qualora si rappresentino i numeratori per 3,à„3 i 
ec. i denominatori per* ec. è 



à a ,—a :l a l -+a >... I, * a =B l0 !,-!-« \ . 



un facile sperimento ci suggerisce essere 

>a« I ->j J i[fc=-i J a 1 « a -a il « I =si,a a a 3 -a3* ii =.i t ec.i...Hi 

I termini di ciascuna frazione sono dunque ri- 
dotti ai minimi termini , poiché se fosse 
à =nH, « =y,H risulterebbe Ha -à .H =tl 
cioè un intiero eguale ad un rotto (*) 

(*) L' anali li ci dìni 0 .irazÌ D r.e delle farmole [ , li , > qualunque 
disunii dall' origine , come pure del lcr,r. Ili, e nu, di ,i-.i 
.ddo.u nella Se. de! Cile. (Tom. I. f. e 1(7) . 
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$. 83. Siccome «<a I <a a <a ;j ec le 



vanno diminuendo , e fatta 1' ul 
1' addizione di tutte le differenze d 



serie convergente che dipende da' soli 

5- 84. Viceversa una serie i cui segni sien' al- 
ternativi si può trasformare in frazione continua, 
e questo regresso conduce ad una singoiar forma 
di tali frazioni, sovente simmetrica ed elegante, 
e scuopre indirettamente l'origine di alcune no- 
tabili espressioni, fra le quali quella di. Broun- 
™r (77) ■ 

Presa la forinola generalissima 



un sufficiente numero d' indeterminate , tolgasi 
la 3." frazione convergente 

questa dalla ^ , ec.: la serie delle differenze, 
che insieme con equivale alla frazione conti- 
nua, si paragoni per ordine coi termini della 
serie data, e siccome la prima presenta io ogni 
termine due quantità arbitrarie b , fi ; c , y ; ec 
può sempre assegnarsi alle indeterminate fi , y 
ec, un tal valore, che quello delle b , c ec. pro- 
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venga intiero come si richiede . Le serie che seguono 
At-A^Ai-Ai =tA„ , 

Ai ~ ~aIA.i ~* A,A t A 3 ' " A l A a ...A, 

i t i i_ i 

A, Az^A,, A* A v ' 

serviranno di norma per ogni altro caso . 
Per rapporto alla prima si ha 



Quindi .«=-^r a » 
sostituendo il valore di c si trova 

Resta da farsi per /3, y ec. un'ipotesi semplice 
che renda b, c ec. intieri per lo che giova sup- 
porre 

a—o , (3=i , y=A,-A* , S=A*-A 3 , ec; quindi 
A x ~Avr*A z ec.*=Ai-t- A a 

A,-A,-+_A 1 A 3 

A 2 -A s - ¥ A 2 A i 

A 3 -A^ee. 

Per la seconda serie ottiensi 

m§ (y_ >*<!_, „. 

e posto n^2Q,$—Ai,y^-A s .~i$=-A ì -\, ec 

. d' onde nasce la tra- 
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Az-i ~*-_A 3 
Se per es.° m^,A,=A li =A :ì ec.=Z 



: somministra 



A,' A.-A,' (.A,-A<XA 3 -A,)' 

' (.A,-A,XA t -A>) • 
e supponendo 

$=À i ,y~A. 1 -A ll <i=A % ~A^s=A^-A - , ec. 
ottiensi b=ifi=A l ,d=A^fi=A^, ec. ed 



A, AC A., A x -¥ A* 

ArAt-lr A\ 

A 6 -A*- +A\ 

At-A 3 ec. 

Sia per es." A t =t r A a p^ 1 A 3 =5,A lt =sj ec. 
cioè la serie i — --j ec. , che nella Tri- 
gonometria vedremo r (=45.°) , e si avrà 
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' i -+ i : rovesciando armhedue i membri ; 

r= 1 ■+ 1 

w 3-h3 2 jcioèl'espressione 

Brounxer tt-a 1 quadrato del diametro 2 e la 
perfide »v— del cìrcolo descritto col rag- 
■'•(') 



Digitized by GoogI 



LIBRO IL 



ANALISI FINITA. 



S. 85. U. ..no i rami in cui V analisi finita 
naturalmente sì divide: il primo costituisce l' ana- 
lisi determinata , la quale insegna opportuni me- 
todi onde soddisfare ai quesiti, che dipendono 
da un numero d'incognite, eguale a quello dei 
rapporti assegnati fra di esse ed una o più quan- 
tità note; e dicesi determinata, non perche-tali 
sempre si suppongano e sieoc le questioni ch'ella 
contempla, ma perché determinato è il numero 
de' valori soddisfacenti, che possono competere alle 
incognite ■ Unica per es.° essendo 1' equazione e 
di i.° grado in x , due posson' essere le soluzio- 
ni ( 3o. es.° !.")(*): tre se l'equazione aia del 
grado 3.". come nel seg. problema.- Travare un 
numero il cui cubo accresciuta dì 1 1 volte il 
numero stesso , e diminuito del suo sestuplo qua- 
dralo, faccia 6, che dà a^-Ga^-M ix~G, cioè 
un'equazione verificata dai numeri x=ì , a, 3. 

In generale , sino ad m può ascendere { j. seg. ) 
il numero delle soluzioni se l'equazione del pro- 
blema sia del grado m. rsim ° . Quando al numero 
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de' rapporti iati manca un'unità per eguagliar 
quello delle incognite, e si vogliono per li pro- 
blemi di i.° grado , intieri positivi i valori di es- 
se ; intieri o razionali per li problemi di un grado 
superiore al i.°, l'analisi prende il nome di se- 
mideterminata . In tale ipotesi il probi, può es- 
sere determinato, tjual'è per es.° quello espresso 
con l'equazione i ^x-\--jy= 1 1 7 , che unicamente 
vien soddisfatta da x—t', y=i^; ma tal circo- 
stanza è accidentale , e generalmente il numero 
delle soluzioni èmoltiplice, spesso grandissimo, 
talvolta infinito . 

Ciò clie suole insegnarsi relativamente ai pro- 
blemi per cui si ha un numero di rapporti , mi- 
nore di due unità di quello delle incognite , può 
riguardarsi come un'appendice dell'analisi semi- 
determinata . Tali problemi noi li diciamo inde- 
terminati perchè troviamo soverchio, si nell'espres- 
sione che nel concetto , il titolo che loro suol 
darsi di più che indeterminati, ed avremo luogo 
di darne in seguito la ragione. 

CAPITOLO L 

Teorica generale del? equazione algebrica. 

J. 86. Un'equazione di qualsivoglia grado può 
rappresentarsi per 

px ~+p t X '-i-p^x" „.,-+p^ =0 .— X 

ed in ogni caso particolare , i coefficienti p, pi ec, 
son numeri dati . Posto che almeno un valore 
d* x esista il quale la verifichi, valore che di- 
ciamo risolvente, e la cui esistenza provvisoria- 
mente si assume come una verità di fatto , com- 
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provata dall' esperienza (*), chiamandolo et,, è 
sempre x^t&x un esatto divisore d' X, dove si 
prende -«i se la risolvente sia positiva, vale a 
dire ae £=70i ■ Infatti non sì può supporre 

^ ^Xt~+ , cioè che si abbia un residuo 

fi, perchè moltiplicando per x-cc l ne proviene 

x=x t (x-* t y+R, 

equazione che si riduce a 0=0— t-ii quando si fa 
x=&i , mentre R necessariamente privo della x , 
altrimenti la divisione darebbe qualche altro ter- 
mine oltre X s , non può svanire in forza dell' 
ipotesi x=a,. E' dunque assurdo che il residuo 
esista e però ec. 

Siccome Xi=0 ha una risolvente, chiaman- 
dola a fl sì ottiene 

-^=X a ; cosi ~- —X x , ec. ed 
X=X,(x-* I )=X*(x-* l Xx-* l d 

do* X^x-adix^X*-*^™ J • 

Per es.° # t -2.i; 3 -i3x 2 -<-3&£-24— 0 equivale ad 

I -.)( I - 1 )[ J ^)ÌJ t ^=(l»^I-H]ii!'-M-.=)=(x3--(xa-i... ; r-6)(x-|-4). 

I fattori x-i , x-2 , x-^ , corrispondono alle ri- 
solventi positive x=i , x=i, x=5 , mentre x-±\ 
si riferisce alla negativa a;=~4 ■ 

Si vedrà che ognuno de' valori 1,2,3,-4. sostituì- 
to per x verifica la proposta riducendola a 0=0, 
nel che consiste la caratteristica delle risolventi. 

O E dimostri» nella Scienza de! Cale. (4%) . I Gtometrl Rie- 
c..v <■ -ladini conobbero l'importimi di tll vorìtà prelimina- 
re, nia si limitarono a di. e, tilt pei non accedere il ToWe 
del libro, tralascia .ano Ji esporre otta loiala di tuoi trizi or, e di 
loro pQsstduti . 
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§. 87. Si facciano le seguenti operazioni 



— l-(a t a ii -4-«,o: 3 -i-ii: 2l ![ 3 )jr-- i i ll t 11 a 3 , ec. ec. . 
Concepiscasi continuata la successiva moltiplica- 
zione fino ad un determinato numero fi di fat- 
tori; avvertasi che il prodotto di 



costituiscono le respettìve som- 



fir "fri jB_i dotti ternarj ec. e si concluderà: 
Che q irai unq ite sia il grado m di una data equa- 
zione, il coefficiente del 2.° termine è la somma 
negativa delle risolventi, quello del 3.° la som- 
ma de' loro prodotti binarj ; la somma negativa 
de' prodotti ternarj quello del 4-° ec - si" 0 a p m 
(coefficiente à' x°) eh' è il prodotto di tutte le 
risolventi, preso col segno contrario se m è di- 



§. 88. La forinola a:=|(-^=t ■\p^-+^q)(Zo), se 



dimostra che le risolventi di un'equazione di a. e 
grado talvolta tono immaginarie e> riducibili 
la nota forma A=tB^-i . Dico che tal rìdulti- 
bilìtà compete alle risolventi immaginarie di qual- 
sivoglia equazione . Infatti , una funiione nume- 




che { 



me delle quantità a z ,ti a .^t^, k; 
de' loro prodotti binarj , de' prò- 




' :' \ 
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tesi una razionale fuoiicne d'», ripugna che 
deltea, , ec. per es.° a„ , sia -A=S^- i perchè 

cioè il prodotto della funzione reale 
Cf-^OC-T-aa)— P er un binomio immagina- 
rio , non può esser reale. Sia dunque un'altra 
risolvente b ; — C^DV~i , e per comodo assumasi 

a —A^B^-i , o f =C-+ZV-i . 
Affinchè il prodotto 

(x-A-BV-iXx-C-DV-i) , cioè 
x*-(A+C)x-(B-±D)x\/-i--+(AD-¥BC)V-i 
-t-AC-BD 

risulti reale, bisogna che i termini immaginar; 
si elidano, ed a taf effetto l'equazione 

AD^BC^(B-*D)x 
dee restar soddisfatta indipendentemente da' va- 
lori à'x ch'or si suppongono ignoti e qualunque; 
vale a dire che dev'essere 

B-hD~o , AD-¥BC=v . 
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Ma queste danno D=-B , C=A . Dunque la 3.* 
risolvente immaginaria non ammette altro simbo- 
lo che A-BV-i. 

Da ciò deriva 1.° Che il prodotto di due fat- 
tori immaginar] di primo grado 

è sempre positivo . 

2. ° Clie una terza risolvente immaginaria C-t-Dv -1 
ne richiede un'altra = C-DV-i , e cosi ec; va- 
ie a dice che il numero delle risolventi immagi- 
narie è =45 esendo m numero intiero positivo. 

3. ° Che il prodotto di tutti i fattori immaginari 
di a.° grado, com' equivalente ad 

[Cr-0*+s*ic»-O*-iCl «. 

(prodotto che diciamo V) , e generalmente po- 

4. ° Che, siccome due fattori reali di 1.° grada 
ne compongono uno reale di 2.°, ogni equazione 
del grado m=2n è risolubile in n fattori reali 
di i.° grado : e ne avanza una di 1° se m=2n-4-i . 

5. ° Che ogni equazione di grado dispari ha un. 
dispari num.° di risolventi reati; che la ha pari 
te tal sia il suo grado . 

§. 90. Dai due JJ. prec. risulta che quaìsivo- 
' gféf, glia equazione/la quale sia priva di uno o pifl 
d termini, ha Te risolventi affette da diverso se- 
gno, e che nella predetta ipotesi le risolventi 
immaginarie debbono essere della forma 

Si prescinde dall'ultimo termine, la cui man- 
canza prova che almeno una risolvente è =0 . 
Diciamo almeno perchè sì ha due volte x—o 
quando mancano gli ultimi due termini, e cosi ec. 
$. 91. Posta la X sotto la forma 
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dove si suppone che i! numero delle risolventi 
reali sia -— n (-<fi) ed »,<n i <ii 1 ...<a || , si vede 
clie facendo x=n (^»«„) ciascuno de' fattori sem- 
plici diviene un numero positivo, e che 
x- «„_,) 'i rende positivi tutti a riser- 

va dell' ultimo r-a n . Da ciò ne segue che il 
valore numerico equivalente al. prodotto /, giac- 
ché V sempre >o (89 n." 5.°), è positivo nulla 
prima ipoli:-i , negativo nella seconda . Succede- 
rebbe Io stesso se fosse h<\_2, e >a „-*' ed in ge- 
nerale se h, k comprendessero tra di Toro un dis- 
parì numero di risolventi reali . Tal variazione di 
segno , d'altronde incompatibile con la natura di 
un prodotto di fattori semplici immaginari ) con 
la natura cioè di un' equazione di cui sieuo 
tutte immaginarie le risolventi, dimostra: 

Teor. Che qualsivoglia equazione , la quale ri' 
ducasi, mediante la sostituzione di due numeri 
reali h , k per 1, ad un numero di segno diver- 
so, iia per io meno una risolvente reale compre- 
sa fra h e k . 

Viceversa: Se fra o ed 00 , inclusivamente , non 
esistono due numeri, che sostituiti per odiano le 
due somme di segno diverso, la proposta esclu- 
de qualunque risolvente reale positiva . 

§. 92. Il i." membro di un'equazione che ab- 
bia tutte le risolventi immaginarie non mai può 
rendersi <o(8 9 n .° 5."): se abbia le risolventi 
reali tutte negative come In 

(™,)(««,) . . . '(!-».) V =0 , 
•.: impossibile che divenga -<o quando si fa : 
ina in questa ipotesi l'equazione 

(_T)...x -+piX :.-p =0 si riduce a -p™* 
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Dunque essa ha, per lo meno, una risolvente 
reale e positiva. 

Supponendo le risolventi reali tutte positive, 
siccome (§. cit. ) anche il loro nani." è pari , 
il suddetto primo membro , o«ia 

si rende positivo con fare x=o ; ma tal valoro 
d'x rende negativo il j.° membro dell' equazio- 
ne (/): dunque le sue risolventi reali non sono 
tutte positive, e perciò, sema l'estranio sussi- 
dìo dell'infinito si può concludere: 

Teor. Che ogni equazione dì grado pari, il 
cui ultimo termine <ia negativa , ha per lo me- 
no due risolventi reali, una positiva l'altra ne~ 

§. g3. Fatto x=a-+^r, dove — è una frazio- 
ne finita irreduttibile , l' equazione generale 
px ~+p\X ...~+p x-t-p !=o si trasforma in 

e moltiplicandola per t , tutti i suoi termini 
divengono intieri a riserva di p — che si riduce 

a pt—, num.° fratto se /j . indivisibile per f (*) 

' V™"S h *™Am™aiw» d*du*uoa <ii querelle tom. 



Digitized by Google 



Dunque opti: equazione il cui primo termine ab 
dia per coefficiente I' unità esclude qualsivoglia 
risolvente della forma a -i- j- : può cm metterla se 
it coefficiente del primo termine sia divisibile 
per i. Cosi l'equazione 55x* -?>x- a- o ha le ri- 
solventi ? , - * . 

CAPITOLO IL 



J. gcj.. Facendo x?=y->rd, ipotesi per cui le ri- 
solventi della proposta si diminuiscono del nu- 
mero d , (*) si ottiene 



■+PJÌ 
-+p i d m ~ 



- d" > 

e d è indeterminato possiamo sottoporlo ad 
una condizione che ci giovi. Tal' è. sovente che 
d faccia svanire p ( -+md, condizione che resta 
subito soddisfatta mediante il valore dì d rica- 
vato dall'equazione p,-Wfld=0, che è d=-^l . 
Questa osservazione c'insegna: che per trasfor- 
mare un'equazione in art' olirà che ita priva del 
2° termine , basta sostituire ad » una nuova in~ 

n Sì accreicerebbeto con tari x=y-t . 
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cognita y , diminuita del coefficiente dello stesso 
a." termine, diviso pel massimo esponente a" x, (*) 
5- g5. Facendo x=^ , la X, il cui l.° termi- 
ne si suppone affetto dal coefficiente p, diviene 

l+Kii* P^p^r*?*^* •■•1-4'-. t-^" 1 ^ 

e moltiplicandola per « si riduce a 
py m -+p,iy m ~'-±p a x , j" l ~\ . . . ~+p/y* n .... 

cioè ad un'equazione equivalente alla proposta, i 
cui termini i.° , a." eo. siensi respettivarucnte 
moltiplicati per i , n , r> 2 . . . k : e perchè y=KX 
L'ordinato prodotto de' termini di un'equazione 
per i , x , « a ec. dà una trasformata le cui ri- 
so/venti sono quelle della proposta moltiplicate 
per ti. 

§. 96. La prec. trasformazione serve i.° a li- 
berare il primo termine di una data equazione 
dal suo coefficiente p(>i), altro non richieden- 
dosi che lare K^p e dividere per questo nume- 
ro tutti ì termini 'della trasformata: serve a." a 
rendere intieri i coefficienti che abbiano un de- 
nominatore finito, poiché basta moltiplicare la 
proposta pel minimo moltiplice dei denominato- 
ci tti oggi equazione della Forma ^i 3 -f.ai%Ci+P=o i in 

y 3 -H AC-iE * )i+Ai L AD-CE)-\^E 3 =0 
dove E=|fl «d ì=At-+^B. 
11 Scovine dilìgeol» db lerifichi i'iiilniu ( no apprezil I' op- 
,o.lunHà . 
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ri , ed eliminare il coefficiente del primo termi- 
ne. Cosi l'equazione 

moltiplicata per 2. 3. 5=3o diviene 

3oj:*-+5oj; :ì -H253I 2 h-5h-5=o 
1 , 5o , lo ,To, 5o 4 

Quindi X~'+§QX*-*-j5&OX' 1 -Vl\§OGX->r > l&IQOO~0. 

Le risolventi di questa divise per 3o sono 
quelle della proposta . 

Se i coefficienti sieno frazioni decimali la ri- 
duzione di cui si tratta divien più. facile. Da- 
ta per esempio l'equazione 

a:3-t-5,745a B -i-6,7847^-*-9,74z8 
/r.— 1000 dà x 3 -f5745^-+£784700^-+974 2 8° 0000==0 
Avendosi qualche coefficiente irrazionale se ne 
appura il valore e si opera come precedente- 
mente. Giova però eccettuare il caso che V equa- 
zione sia della forma 

e V.a si trovi in tutti i termini di ordine pari , 
perchè tc=Va dà più speditamente la trasforma- 
ta richiesta . 

capitolo n. 

Della eliminazione delle incognite . 

$. 97. Si è veduto (64) che date due equa- 
zioni di j.° grado in x#, può sempre ricavar- 
sene una dello stesso grado, in cui manchi 1 una 
o V altra incognita , come più si gradisce . Ciò 
dicesi eliminare . Lo stesso intento si Ottiene con 
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un artifizio proposto da Bezoul (*) il quale lia 
il pregio di estendersi all' equazioni de' gradi su- 
periori . 

Avendosi ax-ì-by—c , Ax-+By=C , 
(equazioni che voglionsi libere da fattor comu- 
ne e da incongruenza ) tolgasi la i.a X.A dalla 
3," xa e dal ri sul lamento 

(aB-bA)y^aC-cA traggasi 

Per dedurre x,y e z dal sistema 

ax^by^cz^d (I) 

Ax-+By-¥Cz=D .... («J 
ax-i-jiy— Yyz~$ .... (3) 
« formano le differenze c( 3 )-C(i) , y(z)-C(Z) , 
cioè (cA-aC)x-*(cB-bC)y=cD-dC , 

(yA-<*C)x-¥(yB-i2C)y=yD-ÌC . 
Queste si trattano come I' equazioni (A) , il va- 
lore d'x , y , si sostituisce in una delle propo- 
ste e se ne ricava Z. 

Sciolgasi per esercizio il seguente : 
Probi. La caccia di tre giorni ha fruttato a 
Tizio lire 71; si sa ch'egli prese: 
nel 1.° giorno tordi n.° 40; lodole 10; fringuelli So 
nel 3° tordi 36; lodole 5o; fringuelli 60 

nel 3.° tordi 24; lodole 100; fringuelli i5o; 

che dalla vendita totale , in ognuno de' respetti- 
vi giorni ritrasse lire 16, lire 30, lire 36, e 
vorrebbe sapersi a quanto rivenga il prezzo di 
vendita dì ciascun' uccella delle tre specie suddette. 
L' equazioni da risolversi sono 

(*] Acid, dei Settata *; Pirli 17C4. 
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toÌ-l-ioyH'3°--=l6. m6iH*s)'-+£"=M> , i4H-i°oy-HSos=3« , 

e deesi trovate x=& , y=b , z—z 

g. 98. Steno l' equazioni py'^-^qy—r, Py"-±Qy=R 

dove almeno un coefficiente si suppone cognita 

funzione d' X . 

Tolta la i.» XP dalla a' Xp risulta 

La differenza Ira la a.a XOjJ'-H?) e la i.'XCPj-fO) 
dà ^-^=^^....(03 
Tra (5J e (C) si elimini/ e 

sarà l'equazione richiesta. 
' §■ 9'J* Q"- 1IIQ0 u,,a dell" proposte è di 3. 6 gra- 
do in/, si moltiplica per/ quella di a.' gradn, 
1' espressione eh essa dà pur si sostituisce 
nell'altra e cosi l'equazioni su cui deesi opera- 
re divengono entrambe di a,' grado. 

Avendosi per esempio 
7 J -4-Ì3/ 1 -+5j a / - 9 8=0 •y 1 ~^'\x , r -2X 1 10=0... fi) 
si ricava dalla i.> y' ^-^xy^x^iofr , 
e questa espressione cangia la prima in 

3;v E -(5a: 3 -H0>-H-98=0 f>) 

. 6 La forinola C applicata al sistema delle 
J.J/3X dà/^5x*w 9 £:c^75o:e-244o.z==43o2 . 

'S- ioo. Per rapporto a due equazioni cubiche 
in y , che diciamo 

pr'>-^y'-i-ry=s (Ef) 

Py^Qy^fì-y—s (E), si deduce 

(D)P-(E),^o; (D)(Py+Q)~(E)(pW)=o, 

Fra queste, di a.° grado in j , si elimina/ 2 in- 
di/, e si ottiene un' equazione finale tra i coef- 
ficienti dati p, q ec. P , Q ec. (*) 
8 

(*) VtK«ì Se. -del Cile. T. 111. Cap. IV. 
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CAPITOLO IV. 



Delf equazioni di a.° grado. 

§. IOI. L'equazioni di 2.° grado, di cui, per 
servire all' ordine didattico , incidentemente si 
diede la soluzione (5o), meritano alcune specia- 
li osservazioni che passiamo ad esporre . 

I. Se-7<oin x' l -¥px=q e p 2 <./^/,ìa forinola 



è immaginaria, e dimostra non esservi alcun nu- 
mero soddisfacente al quesito . . 

IL Essa è reale in due ipotesi , cioè che sia 
q>a ovvero /> z >4? • ma ' e risolventi non sem- 
pre costituiscono entrambe una soluzione. 

Esemp. j.° Un negoziante ha impiegate 100 
mila lire nei commercio per due anni consecuti- 
vi, e si sa che al termine del a.° il suo capita- 
le restò diminuito di £ s di ciò eh' esso era al 
termine del 1.° A quanto per 100 ascende l'an- 
nua perdita? Soluzione. Detta x l'annua perdi- 
ta su 100 lire si ha 

100: x 100000 : lOO&z ... perd. del i." an. 
Il capitale essendo così ridotto a iooooo-iooox, 
sta 100:^:: JOoooo-icooa; : lOOOr-iojr 11 . . . . 
perd. del 2.° an. . 

La somma d'amhedue le perdite, cioè aooar-iox 4 , 
dev'essere =-^(100000- lOOoa:) ossia ~i6ooo-i6o:r, 
e dividendo per is, 200X-X*— 1600-163:, equa- 
zione che si deve mettere sotto la forma 
x a -*-px~ q , per lo che bisogna render positivo 
il termine -x* , e riunire in un membro i soli 
termini affetti da 1, A tal effetto aggiungo oc* 
all'uno ed all'altro membro indi ne tolgo 2O0JJ, 
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ed ottengo o=i6oo-2i£c-KE a 

Osservo per altro che lo stesso risultamento' Io 
avrei più presto conseguito cangiando tutti i se- 
gni d'onde x 2 -ifXXc=ilxz-i6oQ , 
e sottraendo i6x , operazione che fa sparire il 
termine i6r dal a.° membro e lo trasferisce co! 
segno contrario nel i.° / segai di un'equazione 
ti possano dunque mutar lutti, e qualunque ter- 
mine si può trasportare da un membra all' altro 
purché gii si dia il segno contrario . 
Sciolta l'equazione ,r l -2i6:c=-i6oo , si trova 

ma il 2.° valore ripugna alle condizioni, poiché 
il negoziante avrebbe al termine del i. anno 
un debito di circa 108 mila lire, e per far si 
che riducasi a sul. fine del a." anno dovreb- 
be guadagnare durante questo la somma di li- 
re 907^0, mentre si suppone ratta «guai perdi- 
ta in ciascuno de' due anni. 

Esemp. a.° Alcuni ordinano una cena e ne 
pattuiscono il prezzo nella somma di scudi 12 : 
a! termine della cena, due non avendo denari, 
suppliscono gli altri, e così la spesa viene au- 
mentata di uno scudo per ciascheduno . Quanti 
erano i convitati? Soluzione. Se il numero cer- 
cato fosse ~x la spesa di ciascheduno sarebbe — : 
mancato il pagamento di due convitati, il nume- 
ro de' contribuenti diviene x-a e pagano per cia- 
scheduno — : ma questa spesa per ipotesi su- 
pera di 1 scudo la primitiva e convenuta ~ - 
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dunque -*^-=— -+i , e moltiplicando per .r-2 , 
indi per x, o più speditamente per x^cc-ì) , 
si ha im=u(i-3)-4^(i-j) cioè, soppresso ia.r, 

d' onde *=iiV*H-i = i=fc5r=6*=nt 
e la risolvente -4 è assurda, perchè gli uomini 
negativi non esistono, e contraddice l'esiste™ 
di un* numero negativo assoluto, che supporreb- 
be un'effettiva sottrazione dallo zero. Tal nu 



. Tal per esempio sarebbe quello 
■ all' equazione, *M-i&>+.5=0 



che l'algebra 
Mute, ed inoli 
non prevedut 



Digitized by Google 



3.° che mai non manca di avvertire se siavi equi- 
voco ne' segni od assurdità nelle condizioni : 
4. 0 che sovente, per un meccanico effetto delle 
trasformazioni simboliche , o per 1' intima corre' 
lazione di due 0 più problemi, unicamente espri- 
mibili ctm la stessa equazione, ( talvolta per colpa 
dell' analista che non ha saputo scegliere la via 
più semplice, ) offre qualche soluzione superflua: 
circostanza indifferenti: finché l'equazione non ol- 
trepassa il 2.° grado , ma che diviene assai svan- 
taggiosa se trattisi di equazioni superiori, la cui 
soluzione riesce per ordinario difficile e laboriosa.. 

CAPITOLO V. 

Soluzione dell' equazioni di 3.° grado. 
§. 102. La più semplice fra 1' equazioni cubi- 
che 2^-17=0 dà x^=Vq, risolvente per cui mez- 
zo se ne trovano due altre , comprese jn 

x a -Uj\x~\-q' i =o t ^ 
quoziente di x' 3 -q=0 per x~q->^o, e sono (3o) 

Se l'equazione è completa, si elimina il a.° 
termine ( 94 ), si riduce ad x 3 -t-px-hq— a, e per 
avere una trasformata che permetta all'arbitrio 
del calcolatore un'idonea modificazione, introdu- 
casi una doppia indeterminata, con fare xsy-+z , 
il che dà 

(*) fatti q =ii si ha V'zfci^ti , = — , c pMchi 

y-i=VJ.i -V-*V>, "ài" "i>ì« di qu«l»to|lii q«»V 
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-hpy-t-pz —o 
-H/ ) 

Una delie y , z essendo arbitraria si può esigere 
elicila sotiriìsfiLccia ad una certa condizione com- 
patibile coi principj del calcolo , che renda per 
es.° =0 la somma di alcuni termini, e lasci ta- 
le il rimanente della trasformata, che possa trat- 
tarsi con alcuno de' noti metodi . Fra tutte le 
combinazioni possibili una infatti si trova del 
tutto idonea ed è , che 1' arbitraria y verifichi 
1' equazione 

■>>yZ z -+?>y Z *+p(j-+z)=Q ossia <$yz-+p)(y-+z)=o ; 
Questa infatti , siccome y-i-z(~x) non può sup- 
porsi =o si riduce a lyz-+p =0 , e l' espressione - ^ 
che dà per y è tale , che posta nella trasformata 
residuale jS-^-h^o , somministra 

P s ■ « i P 3 

- -~-t-z 3 -+q=a ossia z fi -t-os J =?— , 
17ZJ v 37 

d' onde 

Per conseg uenza 

y (=V^)=v'[-i,PV'(,V»-*h')] . 

Il segno di V essendo negativo in y quand' esso 
è positivo in z , risulta y— vz , ossia 

ar=^[-i 9 W( a V S -^ a )]-+V'[-Ì9-V / (^ 3 - , -^ E )] 
formola che noi diciamo Tartaìica (non Carda- 
nica) perchè trovata da Nicolò Tarla/éa Brescia- 
no , a che si rende completa moltiplicandola per 
i , ztV-3). Per comodo, (giacché il a.° q 
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può essere negativo) la metteremo sotto la forma 

x=V(a-vVb)-W(a-Vb) 
e per soddisfare alla nota equazione 3ya-+p=o , 
la quale esige che yz sia reale ed =-% p , scri- 
viamo x=&(arWby-$(a-Vb) <7) 

a ^v'( a -Hv'6)xK--^V-3)-HV'Cfl"V£)xiC-. ! V-3) m 

5. I(>3. Due ricerche importanti ci restano 
cioè: t.° Se e come il valor numerico della for- 



mula Tartalica dipenda dalla realità 0 imm; 



nmrieta delle risolventi : a.° qual 1 



debba 

tenersi per appurare ne' casi pratici l'anzidetto 
calore . ,/ 

Qualunque sieno le risolventi di una data 
equazione cubica priva del a." termine, siccome 
la loro somma dev' essere =0 (87) , possono rap- 
presentarsi per 

poiché j3=c s soddisfa al caso che le risolventi 
sieno razionali , )3*co a quello che due sieno 
immaginarie, caso in cui la 3. J è razionale, per- 
chè il prodotto [sempre razionale (16) j di due 
fattori itnmagànarj , moltiplicato per un fattore 
irrazionale non può risultare immune da irra 
zionaìita . Scrivendo per comodo 3$ in vece di 
/3 , si può dunque supporre (86) 



V(-+V»XÌ(-— VJ»-VC"-V^XÌf-'-V-S) ' 
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e però ^-3(a a -+/3>-+6»/3 1 • 

-a* 3 f 

Quindi §rj=-(a a -f-(3),iq=3a|3-a 3 , ed 

valore, ohe per essere (3a 2 -/3) 2 sempre >o . ri- 
sulta negativo se (3>o in -u=tVfi, nella quale ipot. 
tutte le risolventi sono reali e si ha 

positivo se ivi (3 sia «so; e luminosamente di- 
mostra che la forinola Tartalica comparisce rea- 
le quando due risolventi sono immaginarie , ed 
immaginaria se tutte sieno reali. 11 a.° di que- 
sti è il celebre caso irredulibile , caso che TavV.a 
e lungamente tormentò l'ingegno de' Mah; inai- 
ci, male a proposito ostinatisi nel chimerico ten- 
tativo di correggere la predetta forinola di sua 
natura incorrigibile , poiché dall' essere -p ossia 

e V ipotesi fondamentale x(^=y~\-z)=y-+^- 

( in forza di 3jz— t-p=0 e perchè ^?=-(a t H-/3) 
dà p-<o) conduce all' equazione 
3y a ~5xy—t-p=o , ossia y*-xy=-%p , d'onde 

Questa però non è la ragione a priori dell'an- 
zidetta incorrigibilità . 

La formala (./), come legittimamente dedot- 
ta , debbe aver'egual rapporto a ciascuna risol- 
vente e dee perciò esprimerle tutte o nessuna: 
ma s'ella, nel caso irredimibile fosse reale non 
potrebb' esprimerne che una, e nella presente 
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sua forma l' esprime tutte : dunque ec. Nè l'ul- 
tima propnsizionc alilii-ogria di lunga prova. Ba- 
sta osservare che facendo ( 4 1 ) 

V(a-^.V-b)=:A-+BV~i , V{aW-by^-A-BV-i , 
la formula (/) riducesi a zA, e le altre due re- 
spettivameute si trasformano in 

-A-W3 , -A-y-BVl; 
menlre^l' ipotesi V(a-¥Vb)*$\/(aWb)=R (reali 
funiiont di p , q) lascerebbe le forinole (7/) af- 
fette da quantità immaginarie. 

Affinchè nulla resti a desiderarsi dimostrere- 
mo altresì ( seg. ) che quando le risolventi 
sono tutte razionali esiste sempre la doppia ra- 
dice esatta l/(a=tV-i)=,i=fcJSv'-i . 
L'unico e sostanziai difetto della formola Tar- 
talica si è, eh'. ella , quando le risolventi sono 
razionali , esige V estrazione della radice cubica 
esatta da' binomi a^V-b ; problema che oltre- 
passa le forze dell' analisi , la quale non può 
trovare con metodo diretto e generale il valore 

di \ . e 1 , sua natura triplice, senza il sussidio di 
un equazione di 5° grado: ma queU'algomento è 
connesso con la 2." ricerca, relatira al metodo 
da tenersi per appurare ne'casi oratici il valore 
della formola (/)! 

5. 1C.4. Quattro seno ì melodi che per l'iodi- 

nijginati : il 1." animami, r luii*ii!c nella suc- 
cessiva estrazione delle radici Vb , \a:<-Vb : il 
1. a/gebrieo, avente per oggetto di rintraccia- 
re la radice cubica esatta di fla/ti; il 5.° al- 
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gebrico anch'esso, e dipendente dall'espressione 
per serie di (a=tV-b)< : il 4.° trigonometrico . 

Non verificandosi il criterio (III) , un* soia 
risolvente è reale razionale , ed il metodo 1.° uni- 
camente idoneo per questo caso, poò con suffi- 

Sia per esempio :c 3 -t-3.r-i4=0 . 

Siccome -ì 7 =-(-l*)= 7 ,^=i(= i.p>), = 49, 

la solita formola (1) si riduce ad 

a*=v'C7-+V5o>+V(7-V'5o) e dà 
x=V (7-»-7i07 ' >+V (7-7,07 1 )=V 1 4,07 I-+V- 0,071 

Cosi dall'equazione 3; 3 -t-6x-iO=0 si deduce 
a— V , Cio-+6^3)^V / C'0-6v'3)=v'(.io-t-Gx I> 73 2 ) 
-t-V / Cio-6Xr ) 732)=v/io,3ì9-+v'-o,393 
=z, 7 . :..-o, 7 ... .=-2 . 
Questo metodo , singolarmente opportuno nel- 
la rarissima circostanza che b sia un quadrato 
ed i numeri a=±Vb sieuo cubi, lo che succede 
per esempio in x :i -yc-+ 3 8=0 , richiede quasi 
sempre un calcolo fastidioso; quasi diviene im- 
praticabile ne' frequenti casi in cui a,b sono fra- 
zionari, come per rapporto alia semplicissima 
a: 3 -5a>Ma=0, che per altro dà frazionario il 
solo b , poiché il calcolo definitivo richiede ie 
. otto successive operazioni che seguono : 

-+•^6^596=^1 1 ^6-l-V'o4o4=a,s6 . . . 
-+o, 7 3 . . . =2,99 . . . =5 . 
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§. ic5. Il 2.° metodo suppone reperibile 
V / (Wv / i)=Z'*'V/ , espressione dove z.,1 debbo- 
no essere numeri razionali, e che innalzata al 
cubo produce , z 3 ->-3z(-+(3z E ->-!)V/ , cioè una 
funzione di t,z, tale, che mediante un adatta- 
to valore di ( e di z può coincidere con a-t-Vb, 
altro non richiedendosi se non che restino sod- 
disfatte l'equazioni 

Beila da vedersi quali mezzi l'algebra offre per 
determinare lei. A tale oggetto, pongasi per 
maggior comodo 

v / (o-iVè)=!(z-Hv'0 . 

Fatto il cubo dee risultare —a la parte razio- 
nale e però si hanno l'equazioni 

8a=z 3 -l-3z* ...IV; Sl/é^a'-M) VV: . 
quindi (8<0 E -(8v / i) 2 =(z i -0 :i . 
cioè z B -(=4^/a a -è, 

«■ bisogna i l \ ■;■ ■- sia un noia." razionale A 
affinchè jbbiaii razionale t' z J -.\k). Sostituiti 
questa espressione di t nell'equazione IV si ot- 
tiene qa 3 iz/ìz 8«=ft,ossiaz , -S/(z ia -o,...(*0. 
che debbe avere una risolvente razionale, altri- 
menti la richiesta radice sarebbe impossìbile . 
Come risolvere l'equazione {V)l Se con la (or- 
mola Tarialica si ricade con cìrcolo vizioso a 
dover trovare V^u-tVi), giacché 

(*} Per «empio i=a,l=3 uno vaioli ic-ddilfa centi quando cei- 
eui V( s e -Vi?y - TBiauj né <erlGc.no le due pnc. eq.' e ■> 
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Se can altro metodo, si è gettato il tempo, e 
fa d'uopo convenire che queliti di cui qui trat- 
ta, seppur servir non debba ad altr' oggetto ana- 
litico, merita di essere abbandonato come un 
inutile tentativo (*) , quantunque ■y/a^tVb sem- 
pre esista sotto forma biuomia quando almeno 
una risolvente della proposta è razionale, perchè 

avendosi a*-i a =(it7) ii -(Vf9 i ' -, *»;' ,: 0 —&P a • 
le condizioni da cui la sua esistenza dipende , 
sono ambedue soddiifu'te : ni' i facilissimi esem- 
pi espressamente preparati da qualche Autore, 
sono di alcun peso in contrario. 

11.3.° metodo è di sua natura incomodo ed 
approssimativo, si adopera ne! solo caso ìrredut- 
libiìe e qualora le serie esprimenti 

assai , come spesso i 
sviluppament 
e laborioso . 

Ecco le serie di cui sopra , serie che nella let- .. 
ferale loro forma nulla non lasciano desiderare 
per rapporto alla regolarità ed alla eleganza , e 
che facilmente si deducono dal generico simbolo 
del J. 4,. 

Ci Abbiamo dimottrato ( Soc. Hai. T. X(V. ) rbe ['«posto m«- 
loco non il appli ca né ton Facilità ai con miraggio alla ri. 

•irti di V"=tV* quando «±Vi "od sia un tubo. 
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feg.jl^-^li! l,^Vn-4-^Vf.V^'.'.-^°-} 

Quando Z>>o si trasforma a-\-b\/-i in 
iv'-i^i— e sì forma la potenza \ dell' uno 
e dell'altro fattore. Se a , b sieno quasi eguali 
si fa uso di un impiego che può vedersi ( Se. del 
Cale. T. IV. Gap. III. ) Questo metodo, attesi 
gl'inconvenienti a cui soggiace , suol limitarsi 
alla ricerca delle tre risolventi reali irrazionali, 
ed anche in tal circostanza l' accorto calcolatore 
gli preferisce il metodo trigonometrico di cui 
in seguito . 

§. ioG. Profittando dell'esposta discussione con- 
cludiamo , che quando si tratta di risolvere un 
probi, dipendente da un'equazione cubica, pri- 
ma di procedere alla derivazione della formola 
Tartalica , che può riuscire inutile od inoppor- 
tuna , giova tentare s'ella abbia risolvente razio- 
nale, rintracciandola con la scorta di due crite- 
ri molto semplici , che per ordinario speditamen- 
te si adattano ad ogni caso particolare ; 
Se x=-±f, □■"razionale, soddisfa ad x 3 -hpx-iy=o, 

e però g-f=p, *fg=k • 

Dividasi q in due fattori; si prendano per f,g, 
quelli che verificano la — p ossia g-p—f* , 
e sarà f la risolvente . Quando non è possibile 
verificarla le risolventi sono tutte irrazionali, e 
fa d'uopo ricorrere ad uno de' metodi 5° e 4-° 

Notisi i.° che se p>o è g>p ; se p<o è -g-c-p. 
a." Che a q>0 corrisponde =fcg, T=/";vicev. a q<a. 
3.° Che il massimo divisore ^tq resta subito esclu- 
so se non sia p<o e un quadrato, dove 
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si prende il segno superiore se qKo e vicev. 
La ragione si è che 

x=q i danno ? 3 -W-t-?=° oas i a ? s =-fp-t-0 
as=-? I ~qZ-pq+q=o q*=-(p-q) 

Es. i.° Abbiasi .z^ur^o^o . .Trovo 
so^^— 3 ' 10 — '- 10 > e ^ esclusi 1,20, il primo 
perchè troppo piccolo, il secondo perchè 21-n 
non è un quadrato , pongo /— 5 , ed attesa l'iden- 
tità 4 - * -11 — 5 B in cui g't-hzl—f* 
si cangia, asserisco essere a:=5 . 11 fattore 
x a =±fx-*-g diviene x'-+Sx-*-!\=o e dà 

Es.° i.° La proposta essendo a: :t -i- 28^-1-64=0 , 
osservo che in forza della £-28=/* il num.° g 
non può essere <:2g : fo dunque g=5z , e sic- 
come 52-28 è ~2 E , e non può supporsi g<0, ne 
inferisco f~i cioè :c=-2 . Questo metodo da noi 

E ih ampiamente esposto nel cit. voi. della Sor. 
tal," è senza dubbio molto più spedito e sem- 
plice di quello de' divisori di cui in seguito. 

Cerchisi per ultimo es." VC-io+V^ 1 ) . 
Facendola — z-hVt si trova l'equazione finale 
ty- s -i-jz-h20=o , priva di risolvente razionale 
intiera, e ch'esige per conseguenza una trasfor- 
mazione, mentre se si suppone ~$(z~i-Vt) su- 
bito si ottiene z 3 ~ijz-\^o=a . 

Rigettati i valori 1,2,4 P er /> cne danno 
f- molto <fl-H7, fo /=£> , ottengo 8-+i7=5 a 
e però a=-5 ; appuro a^-b e trovo 

dunque V(riQ-+V^Z)=-^+\/ h- 
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CAPITOLO VI. 

Dell'Equazioni di 4.° grado. 
$. 107. La semplicissima x*-a~o, facendo 
x—yVa diviene j*-i=o ed equivale ad 
6 ,a -00' i - t_ 0= : o > d'onde / a -i=o,_y 2 — t-i=o , 
j==tij)^iV'-!, e però x— =±v / a,x— ^±VaV-i ■ 
Bastano due risolventi i,a! I (=v'-i) per avere le 
altre due -i=[;v / -i) a ^aj,-v'-i— (v'-i) 3 — « 3 . 
L'altra eq. di notabile semplicità , x''-tpx s -+r=:z> 
ii riduce al 2.° grado con fare y , il che dà 

5- 108. Passando a contemplare nn eq. qua- 
lunque supponiamo tolto il suo a.° termine e la 
rappresentiamo per a; 4 — \-px 2 -\-qx— t-r=o . 

Met. I. Aggiunto ad ambedue i membri dell' eq. 
x i =-px a -qx~r il binomio iux^iì'* , il 1.° del- 
la trasformata 

x*-\-zux*-i-ti'*=(2U~p)x 2 -qx-- t-u^-r .... (a) 
è no quadrato , e tale si rende il a.° qualora 
si determini a in guisa che soddisfaccia alla 
condizione (3 n -/>)(" '-0= iq 1 (*) . cioè posto ai 
per u, all'eq. t t ~pi l -fyl-+ly>r-q''=0 . 

Trovato f e perciò u , sì estrae la radice dalla 
eq. (a) e la risultante , 

dà i quattro valori a; , cioè 

O Emi MHnui ch< in «'i , -t-iit I -i^"[=;anJ) 1 ] il prodot- 
to a x Xb de' termini Fintini i neceuiriioieau uguale il 
quid ci io del li 01 eli del i.° 
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Ciascun fattore di 2.' grada, non potendo ri- 
fcrirsi ad una delle sei combinazioni binarie tea 
i valori d'i, piuttosto che ad un'altra, compa- 
risce sotto sei forme: tanti sono infatti i valori 
di /, g, fi, provenienti dai tre di 1 ; e tali for- 
me risultano irrazionali se niun valore dì j sia 
un numero quadrato, divisore di q 2 . 

Si vedrà che due valori di g o dì h , purché 
derivino da due di f, corrispondenti- ad uno 
stesso valore di s, determinano mia coppia di 
fattori di a." grado, i quali comprendono tutte 



Esemp. i." Sìa av'-iS.rM-ioar-t.a/f—o , 



I divisori quadrati 1, 4, 3 5 , di 100 essendo sod- 
disfacenti pongo /=±( j, a, 5) ed ho 

£=-1 a,- a,-8,-3, 4, S ; A=- a ,-l 2,-3,-8, S, 4 .- 
Fo iu x*-t-fx-+g /^j^^ra./^-^^aje,,. 
ed ogni respettiva coppia di fattori , cioè 




j X a -+^x-+^=o , x s ~Sx-\S~-.o \ 
mi da tutti i valori j 3,-4,2,-1 j ò'x. 

Le sei forme d'x^-fx-hà coincidono con le 
precedenti . " 

Esemp. a .° p er x*~+3x*-2X-5=o si ha 
$°-t-6s a -i-3ij-4=o J e perchè non esisto razionai 
valore di s convien fare Cg4) onde ave- 

re s 3 -f9Z-3o=0 , e dedurne (ioa) 



Z=V , [i5H-V , (2a5-+ 27 )]- f -v'j;i5-v'('aa5-i-3 7 )] 
=3,18084977 J ■t=o,>8o84977 ;/==to425a6435 ; 
£=3,9419033 ; A=-c, 7 6io53S: 




per cui 



J 3 -3oj a -ì- 129.1- 100=0 . • 



9 
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x a -t-cvj.25aS435^— 1-5,94' 9o35=o 
a: li -o,4s526435,r-c,76io536=o . 
Dal z.° fattore sì ha 

x=i,i io5553 ; 3x^-0,6851909 . 
Nel T. IV. della Scienza del Calo, trovasi di- 
mustrato 1* che il metodo generale II. è difet- 
toso quando nìtina risolvente della ridotta (c) è 
un quadrato : a." che diviene inetto quando una 
sala risolvente è razionale; evvi un metodo fa- 
cile e breve per rintracciare le risolventi razio- 
nali , analogo a quello del §. 106; ec. 

CAPITOLO VII. 

Ricerca delle risolventi raiionali di qualsivoglia 
equazione numerica . 

§. 110. Se un numero razionale a verìfica la 
proposta onde si abbia identicamente 
a —ì-pfa m -t-p li a a ~ % ..»-t-p n _ % . a -*p m ,.a-t-jn =0, 
trasponendo p e dividendo per a , poi traspo- 
nendo p e ripetendo la divisione e cosi in 
seg. , dee» avere 

a ■+p l a m ~*,„+p^ a-¥p^_r=-^-(=q l ') \ 
a^ i ^p I a^\..^^ ì a^^ i —Jj^^±^q 11 ) I 

«" ossia i^?^-^* (=\?fr)) ) ' 
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cioè un numero m di su.cces«ivi quozienti intie- 
ri, e l'ultimo =i . Tal è il sistema delle con- 
dizioni da cui dipende che un numero raziona- 
le a risolva una data equazione . Alle m divi- 
sioni possono sostituirsi altrettante moltiplicali 
ni risciogliendo a -+Pitt ..^+p in 
a-+p,')a-i-p s )a-+p i )a...-t-p^ ^<h+p —{li) 
e questa risoluzione ha bene spesso il pregio dì 
mostrare anticipatamente l'impossibilità della eva- 
nescenza quando il divisore sostituito non è ido- 
neo , e riesce comodissima se i primi coemcien- 

Per trovare tutte le risolventi razionali basta 
dunque appurare i divisori dell' ultimo termine 
e sostituirli , anche col segno - , in una de' si- 
stemi (/) , (11) in vece di a . 

Es.° i.° Trattisi di risolvere 1' equazione 
x *-$x s -¥nZx a -aOx-+ 1 5=0 . 
Escluso il i.° da' divisori [, 1, 5, i5, perche 
n-i3— Hi5 è assai s-cj— t-io , ed escluso -i per- 
chè rende positivi tutti i termini, metto a pro- 
va il i.° con la seg. operazione : 

9 lr == ^ 3 = t > e " e inferisco essere 
_ L'esperimento di =t5, =hi$ cessa snbito perchè 
risulta q tl frazionario . Fatta la divisione per #-3 
resta da risolversi fio») 

La decomposizione (//) avrebbe dato 

3-9)5-ta5)3.-ao)3-t-i5=o. 
Es.° a.° Avendosi x'-x'-Sx^Sx-ti^O fassì 
«=±0,9,3,4,6, is> 
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e prescindendo da =+i , valore falso; dal 2.° che 
somministra V , si ritrae dal 5." 

19 , ; 3-|.3 1-1.1 

e però jc=3 . 

Dal divisore 4 deriva q m frazionario : gU al- 
tri subito danno tale q tl . 

Quando un numero è moltiplice in p si di- 
vide la proposta pel prodotto de' diversi fattori 
razionali, si applica il solito metodo all'equa- 
zione depressa e cosi ec. Ciò serve a rintraccia- 
re le risolventi eguali , che noi abbiamo dimo- 
strato ( Se. del Cale. Tom. IV. ) essere ragionali 
pel 3.° grado , e pel se sieno tre ; risolventi 
che rimangono escluse quando sieno razionali 
e p non ammetta un divisore molteplice . 
L'es.° che segue farà molto meglio conoscere 
l'importanza del metodo di cui ci occupiamo. 
Sia V eq. 

x s ~i$x 7 -+My7X*-i88x<>^ittyox+-+$wx :> -t-l!>jqx a 

-►4601-5*5=0. 

Scoperti i divisori 1 , 5 , 5 , 5 , 7 di 5s5 , rigetto 
il 1.° manifestamente inetto; deduco dal 2". 

Con eguale facilità rinvengo ;c-=5 , x—j , e di- 
visa la proposta per 

(x-Z)(x-$)(x-j) ossia per x^-t^^ix-icB 
ottengo x s -Zx*-^x 3 ^.x z -x~+5^o; 
c perchè 1' ultimo termine 5a5 era due volte di- 
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visibile per 5 , e tal' è pure 1' ultimo della de- 
pressa, tento se abbiasi 

5-3)5-9)5-5)5~i)5-+5=o . 
Ciò succedendo divido la prec. per x-6 , il che 
mi dà 

equazione che risciolta coi noti metodi sommi- 
nistra a;--iCi=tV'^ 3 ) > a=ì(i=tV5J . ■ 
si hanno cosi tutte le risolventi e le razionali 
seno 5,5, 5i 7 . 

§. ni. Sì sa (90) che quando il t.° termine 
è px™ le risolventi razionali posson' essere fratte 
e frazionarie, ed è chiaro che queste rimangono 
inaccessibili all'esposto metodo. Prima di appli- 
carlo fa d' uopo dunque liberare il l,° termine 
della proposta dal coefficiente p (g5) , avverten- 
do pai di dividere per p le razionali risolventi 
della trasformata . 

Il metodo diviene operoso in alcuni rarissimi 
casi in cui non pochi e grandi sono i coefficienti , 
e p ha un ampio numero di divisori; ma niun 
altro , se il grado dell' equazione sia superiore 
al 4-°> e semplice ne' casi onde si tratta. 

CAPITOLO Vili. 

Soluzione in numeri intieri positivi di qualsivoglia 
equazione di i.° grado affetta da due o ire 
incognite . 

§. Ita. Un problema che dipenda da un'equa- 
zione della forma ax-*by— c è indeterminato , 
perchè qualunque valore y t d'j ne dà uno d'* 



Digitized by Coogk 



i36 

espresso per x L ~ -—(c-tyi'ji ma queste facilissi- 
me soluzioni non interessano uè la curiosità nè 
il bisogno ; prescrivaci convenienti limili ai. valo- 
ri à'x, y, esigendo clie sieno intieri e positivi, 
ed il quesito divenendo semìdctermìnalo potrà 
esser pregevole ed importante. 

Prima d' intraprendere la soluzione della pro- 
posta nell'anzidetta ipotesi, si osservi: 

i.° Che a , b, e si suppongono intieri , perchè 
si rendono tali moltiplicando l'equazione pel mi- 
nimo moltiplice di tutti i denominatori. 

3.° Che a , b si riguardano come primi tra 
loro , perchè dall' essere a=a't , b—b'll deriva 
a'x— hby(~=-^= c' , cioè c=c'B, altrimenti il i.° 
membro intiero equivarrebbe ad un numero frat- 
to o frazionario. Soppresso il fattor comune A re- 
sta a'x-*b'y=c' , dove a', b' sono primi fra loro. 

3.° Che una soluzione x=x > ,y^/ , quando 
è 6-<o, ne dà infinite dì ax-by=c , comprese 
nel sistema x=r bc-t-x' , y=vt-+y', dove ( rappre- 
senta un intiero, anche negativo purché sia 

l^-j- e <— ; sistema che dà per x , y, le re- 
cettive progressioni: 

a/ t x'-+b,x'-nb ec y' ,y'-i-a ,y-*-na,ec. 

4-° Che ne ile ipot. precedenti tutte le soluzio- 
ni di ax-\iy=c wno espresse per 
x—x'~bl ,y—-/-yal , 
soluzioni, il cui numero in forza de' rapporti 
t<£-,-l*zZ— , è sempre finito e talvolta nullo. 

5.° Che c pu6 essere negativo con b ma non 
altrimenti, perchè la forinola ax-^by=>-c è in- 
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onde avere (80) 

ice (-,)"*' t -=o se »=*,,, cioè h dispari 

* -n. -i. te, *». 

frazione sottratta . 

Dalla proposta moltiplicata per a m si ricavj 

apparato ,_^ =f -^. . . . . ( 5 ) traggasi 

n « >. ..... . f. 
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dall'equi 




e si vedrà che j minimi valori d' ce , atti a ren- 
dere il 2.° membro comparabile all'intiero a y, 



Resta da sperimentarsi se l'una e l'altra del- 
le prec. ipotesi dia sempre, come. si richiede , un 
valore intiero per y, e ciò si verifica cella se- 
guente maniera. 

Dalle respettive equazioni (i) , (5) risulta 



Quindi y ossia 

^j^-= [&+abq-bctt m -c] :b=aq-ca m (4) 

numero intiero: nella seconda ipotesi si ha pure 
£=^ = [ M i(,-* ? ).+te ir c] : S=™ m -«(,-t,) . .. (5) . 
Per ottenere con la massima facilita sotto la più. 
semplice e completa forma tutte le soluzioni del- 
la proposta, giova dunque il seguente: 



Met. Risolvasi ~ in , (*); si calco- 




\ ii f-bqT=— [ bca m -*-(- 1 ) , c-abq] ; 




(*J Non -i-p.rc&i iìh 4ìffictlltl il caini» di a m . 
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aj=i ed 3^=12 (*) : si faccia x=r se m ì di- 
spari , =b-r se pari: io vece di ricorrere alle 
forinole (4)' 0>5i sovente meno comode e che 
esigono l'inatti computo di a w , si ponga l'an- 
zidetto valore d' x in e si avrà il minimo 
valore r, d'y : qnindi la soluzione generale : 

| x=bt-¥r , y—ai-k-Ti \ . . . . (G) 
dove si dà il segno - ad uno de'termini at, bt, 

rando b>0 , con l' avvertenza di preferir quel- 
che produce maggior latitudine nella respet- 
lìva differenza r-bt , r,-Qì . (»*) 

Es.° i." Sia Peq. 56#-3gy=-ii , eperòj=^™^ - 
Risulta 



(**) LaS'angi molliplica l'equa; 



imWazi.no le foimolt finali. 

Osserviamo per inciderli* the anche il metodo di En!cr, i 
cui (Se. del Cale. j. 56.) in ullim 1 analiii conduce al filiere 
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(-1) >o,si Ila x=--r=20, 
e peri .-r=39f-+ao, 7=56!-t-2g . 

Es.° i. L'eq. data essendo t$x-+-ff=i 17 
sì trova 

jc=i,jt=il2^i^^=j4, e quindi 

d'onde x— t edy=i4- 

Ea.° 5. 9 Abbiati i&o-Mpr= 2000 . Siccome 
_9 = I 

13 T+i_ risulta m=2,a a =- 1 ,M=*^444-*-, 

»-4.J_ 9 s 

ma perchè (-i)*<o fò .r=à~r=5 ed ottengo .r=5: 
Per conseguenza yz= "°°~' ?,5 .=^*=3i5 , ed 

X=ro/-+5 ,JJ^=ll5-l3l . 

Non resta che fare l=o, 1 , a , ...» iS per avere 
le 17 soluzioni possibili. 
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Probi. Va gioielliere che possiede mille bril- 
lanti, ciascuno del valore di 1872 lire, ne pro- 
pone il cambio ad un negoziante dì perle: que- 
sti lo accetta ed esibisce in contraccambio quante 
perle postoti 'occorrere , tutte però individualmen- 
te stimate scudi 253 , e gli offre inoltre la som- 
ma di Scudi 16. Si dimanda se il cambio possa 
effettuarsi ed in quante maniere. 

Soluz.™ L'eq. da risolversi è 1 872,2-2537= 16 

3 53 



a t =3.i -i-3=5 ,a m c=5.i6=8o , r=Sa, e perchè 
(-i) 5 -<0 si fa x=b r= 1 -fh , valore da cui deri- 
vasi ^=1280: si ha per conseguenza 

<a:=253(-+i73,/=i872*-+i28o>(*) 
e le soluzioni sono quattro , cioè : 
, 7 3. 

N.°de'brilL 



^orrisp. f ni 
n° delle I 3if 

rfr. \% 

i saldare un 
getto esibisce 
lero dì ripeti; 

Ulo il jì turai ira 
folio i=i53I- Ho , y=iB 7 il-5 9 i . 

dove i ■.' -Se, non cailiruiicouo ioluzione alcuni, e 

psr divtuire alili alla ricerta di quelle che il probi, compor- 
l gono che appurimi le diflereuM i8 T j-o S »=huo , 



Probi. Un artefice oriolejo vuol saldare un de- 
bito di 5oo8 tire , ed a tale oggetto esibisce al 
suo creditore ua competente numero dì rtpetizio- 
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ni d'argento e d'oro: le prime al prezzo di ztyj 
lire , le seconde di lira ho-j . Sì dimanda se il 
pacai'icnco pu< 1 esattamente farsi ed in quante ma- 
vkic i colili :'i-qt;:int1osi di risolvere 1' cquaz."= 
?£i-]X-±i'fiy-=&otìi furino Io sviluppameli to 
ili ed ottengo 

quindi a I =i,a a =^4> OT= 7 e P°* 

a 6 =a 6 a s -i-a + =a3.i H-9=3a 
a J =fl,a fi -Ha J =3 2 .4-+2 3=87 : 

a,.C_4I« S 6 5 _ 4oo8_S5 7 .!i " 

a;— ag5/-+5 ,y~-Z5-jt— m i 
ed il probi, ammette l'unica soluz. ne X=5,^=:ii, 
11 metodo di Lagrange esige anche il prolisso 
calcolo dì », e dà 

x=-2$5i-i-/fi5G$6 ,/=357i-53o848 ; 
sistema di coi non può farsi alcun uso se prima 
non si rintraccia il massimo valore dii, per Io 
che fa d'uopo ricorrere ai limiti 

e per mezzo di essi appurare 
435%6-293xi487=5; 357Xi487-S3e848=n. 
_S- i>4- Se il problema dipende da due equa- 
zioni fra tre incognite, come 

ax-by—c, a / x-b l z=c l , 
si deduce da una , per esempio dalla prima , 
x-=bt=±X[ ,y=at-y i : 
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si sostituisce l'espressione à' x nella seconda e si 
procede alla soluzione di a l bi-b l z=C'a l x [ . Tro- 
vato t=b l u-H [i z~a l hu-+z l se ne inferisce 
x—bb^i- j rbt l -+x 1 _ ,y=ùb / u-+at l --iy l . 
$. 11$. Sìa. per esempio 

Probi. Trovare un n." intiero , che divìso per 
a, 3,5, dia respeitivamente i,i,5, per residuo. 
Soluz. Chiamando y, z, a ì residui respettivi 
si ba ìx—y-ì-l; \x=z-±z ; 4 
cioè x--y-n,x—5z-+2,x=Bu-t-5: 
quindi 2j-33=i , 5z-5a'=i . 

Dalla r.» z=il-l , j=3t-i : 
La 2.= sostituendovi xl-i par z diviene 6i-5a=4 
e dà (=5i/h-4, u=6«-+4 . 

j--i5u-+i i , a— 10U-+7, u.-6u-i-4,a.--=3ou-t-i3, 
e perciò i valori d' a; si ottengono aggiungendo 
al minimo suo valore 5.3 un moltiplico di 3o , 
che è il prodotto de' divisori assegnati a, 3, 5. 
Ciò si verifica in tutti i prohl. analoghi . 

g. 116. Se i divisori sieno i5 , ig , a8, ed i 
respeltivi residui 4, a, io, risulta 

cioè i5v-a8oi=6, 192-2841=8. 

La completa soluzione della 1.' è compresa nel 

sistema j'=a8/-t€ , cj=i5(-H-3 ; 

L'espressione di ai cangia 19Z-2.8S1— 8 in 
io,z-/|20f=92 , la cui soluzione è 

(=ig«-t-n , 2=42011-1-248: dunque 
B(=i5£-H3)=285u-H68,x(=28t<H-io)=798oiM-47>4, 
dove 7980=15x19x28. (_*) 

{•) Quello risultimeli lo è necelsarlo ntlrAjlronomil fi il Geo- 
matta Biol (i t contornilo di lupporlo ( Allron. Phyi. Tom. (. 
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Ne' casi particolari è sovente preferibile un 
adattato artifizio. Cosi nel probi, del §. in. si 
vede cbe K»-i>+K*-*>-K»-0 
equivale ad un intiero, e facendo 

subito si ottiene x=Zqu-+25 come ec 

Se le due eqv fossero fra le stesse incognite 
x,y, quantunque della forma 

ax-by=c , a l x-by=c l , 
il probi, potrebb' essere impossibile , perchè la 
sostituzione di bl-ha per x cangia la 2.' in 
afa-bj^c-djU , e so b, b l abbiano un comu- 
ne divisore bisogna che desso trovisi anche in 

' §.' 117. Talvolta il n.° dell' eq.' è = a > di 
quello delle incognite e non ostante il probi, rie- 
sce indeterminato, perchè tale si suppone il ter- 
mine di comparazione in ognuna delle eq." 
te . In questi casi qualche opportuna ipotesi sem- 
bra indispensabile . 

Probi. S/ dimandano tre n.' tali, die lanlo la 
somma di tulli quanto quella d' ogni coppia far- 
mi un quadrato in num.' intieri. Solita."' Pongasi 

la differenza fra la 5." e la i.» dà z=aM-i ; quio- 
■ dì O-M^HJM^O. «oè jr=t a -4l ed 

Si determini I in guisa che 
«-fX=s4*-+0»'-^ 0=6tH- 1 sia un quadrato ft a , 
per Io ohe basta supporre l =» prendere 
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tip 

/i>4. taIe che A 2 -i=Gir, e si troveranno soddi- 
sfacenti ili probi, le ipotesi A— 5,7 , 11 , ec. 
Dalla a.' (=8 e perà ^=33,7=32,2=17 ; infatti 

a>+y=*4 1 ^-^z=49 ,7-1-2=49 , :r-*-j-t-z=8i . 
Dalla 2.»j=^=20, e quindi 

1=80,7=330,2=41 ; valori da cui 
ìT-+/ks400, :c-t-z=i3i,7-+z=3$iG=i9 1 ) 
ed 3r-h/-+z=-44 1 — ( 2 0* • 

§. 118. Quando la proposta è ax-¥by-+cz=d 
si osservi se le condizioni pel probi, circoscriva- 
no ciascuna incognita dentro certi limiti, circo- 
stanza di cui si vide un esempio (Se. del Cale. 
T. I. p. 80 e 81.) altrimenti fa d'uopo procu- 
rarseli col seg. artifizio . Distribuiti i termini in 
guisa che sia b>a e ob , tolgasi dalla proposta 
l'eq. ipotetica a(x-y-*z)=al onde avere 

l=~[d-(b-a}y-(c-d)z-\ .... (8) 
Siccome dev'essere y>i e z>i , il massimo va- 
lore di 1 è ~[d-(b-a)-(c-a)] ossia . 
Sottraendo come sopra f eq. c(x-\y— (-z)= et si 
ottiene t=-^-[(c-a)x-h(c-b)y-ni] . . . (ir) 
e dato ad jc e ad 7 il minimo valore 1 si scuo- 
pre che il minimo di t è Sia per esemp. 

1' eq. &CH-7j-f.g Z=3 4o . I limiti di ( sono 
-5- , ^ 1 cioè 3g , 37 . Scelto uno de' n. 1 27 , 
28, ao...5f>8Ì tenti la soluzione di una delle 
e V (?) 1 00 , e qualora riesca si avrà la 3.» in- 
cognita dalla x-f-y-hz=t . 
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Le soluzioni de' problemi dì questa natura so- 
no dunque circoscritte anch' esse dentro certi li- 
miti, talvolta anche assai ristretti, e perciò non 
sembra che un titolo più. ampio di quello d'in- 
determinati possa , come si accennò , in al- 

Tralasciamo la teorica relativa ai problemi se- 
mideterminati de' gradi superiori, teorica molto 
estesa e difficile , che al pari di quella de' pro- 
blemi di i.° grado, distintamente onora l'Alge- 
bra Italiana , insigne ormai per tante scoperte 
fondamentali , che riscontrar si possono nella 
Scienza del Calcolo C §§. 149, 1G4, 5t3, 535, 
536 ec. ) e segnatamente per la generale risolu- 

<Op. cit^T. IV. S Cap. V.^Chi desidera cono- 
scere questo bellissimo ramo di analisi potrà 
consultare il Lib. IV. del tomo sopra citato. 



Digitized by Google 



LIBRO III. 

APPLICAZIONI DELL' ALGEBRA ALLA GBÙMBTtllA, 



CAPITOLO I. 

Trigonometria 

Articolo L 
Teorica delle /unzioni angolari . 

$. ng. Gl'infiniti angoli ACB,ACD,ACE ec. 
CF." i.) aventi il vertice nel centro p di un 
circolo AEG , e che possono concepirsi per ordi- 
ne ed insensibilmente crescenti da o. sino a 
180.° (*) ;■ come hanno per misura i respettivi 
archi AB, ABD , ABDE ec. tutti Fra loro 
diversi, cosi insistono su di una respettiva cor- 
da AB , AD, AE ec. propria di ciascuno, e 
basta determinare il rapporto di ognuna al rag- 
gia per avere altrettanti numeri , atti ad espri- 
mere e rappresentare nel calcolo gli angoli cor- 
rispondenti. L'idea di tal rapporto è il fonda- 
menta! principio delia trigonometria, e punto 




. più 
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non dipenda dalla lunghezza del raggio perchè 
si sa (Geom.*) che prolungando egualmente BC 
in b, CA in a, la retta ba risulta corda dell'ar- 
co 1 ba simile all' arco BA , e per la somiglianza 
de'trigoni CBA, Cba, sia ba: Cb :: BA : CB. 

Il calcolo delle corde, limitato per altro agli 
archi equidifferenti di mezzo grado, e nella in- 
felice ipotesi ohe il raggio sia di 60 parti , fu 
effettuato dagli antichi Geometri , segnatamente 
da Ipparco-, e nelT Alni adesco Hi Tolomeo riscon- 
trasi una tavola costruita con le anzidette limi- 
tazioni; nè sembra 'verisimile chela tavola d'Jp. 
parca, citata da Teorie, fosse più estesa di quel- 
la proposta dal dotto ed instancabile Tolomeo, 
posteriore atì Ipparco di circa 260 anni. 

Oltre la corda AB ( F.» 2 ) esiste un'altra li- 
nea retta propria di ciascun angolo, ed è la BP, 
perpendicolare da B sul lato CA , poiché questa 
coincide ( Geom.' ) con la metà della BF , cor- 
da dell'arco BAF , doppio dell'arco BA , e non 

può BCF avere la sua corda BF, senza che la 
dì lei metà BD riferiscasi ad un solo angolo 

ACB. 

La numerica espressione delle corde ha il pre- 
gio di costituire esclusivamente quella di tutti gli 
angoli possibili , mentre il valor numerico delle 
perpendicolari come BD , sostituite dagli Arabi 
nel IX. secolo , e chiamate seni de' respettivi 
angoli, ove trattisi di angoli ottusi, qual' è ACH, 
divengono equivoche , la sola perpendicolare HI 

risultando seno di ACH e del supplemento HCL ; 
ma siccome in pratica si sa 0 può sapersi la 
specie dell'angolo contemplato, l'equivoco spari- 



Digitized by Google 



see ed il seno conserva, oltre la sua esprc ^inic 
angolare, una distinta idoneità per gli usi del 
calcolo . 

La perpendicolare BD , semicorda dell'angolo 
alla periferia BEF , è semtlato nel trigono in- 
scritto BEF; la stessa BD in parti del raggio, 
è il. seno dell'angolo centrale ACB, e perciò 

del suo eguale BEF: ma gl'intieri stanno co- 
me le loro metà : dunque i seni degli angoli in 
un trigono rettilineo (sempre inscrittibile al cir- 
colo) stanno cornei lati ad essi opposti: (*) 
QiuN;;i semplice nozione, suggerita dall' idea del 
seno, è la chiave di tutta la trigonometria. 

§. tao. Essendo (F.* 5) ACE il diametro, C 
il centro, ACM un quadrante , come BD è il 

seno di ACB , (e del suppl. BCE) cosi fi.V 
perpendicolare a CM , è il seno del complemen- 



ti.. HK, e ièi.0 di ÀCH e dell' agallo HGK . 




E' jllr«l nolo dalla Geoni.» che qualunque arco circolare 
AB{=i) varia in ragione direna dell'angolo A, cui lt rYe di 
Biiiura, e che varia parimente come il raggio M dunque 



a=A.r e S=-f. 
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to BCM, e dicesi coseno di ACB, come BD 
coseno di BCM . 

Sostituito ad ACB l'arco AB(==a) e detto r 
il raggio BC, perchè BN—DC si ha 
sen. 8 a-t- cos." a=r? 

La tangente in che incontra in T ii rag- 
gio Cfl prolungato, qualora si esprima in parti 
del raggio , diviene la tangente tri guru) me! tic j 
dell' arco AB , e si ha AT ; DB : : AC : DC , 

laónde tao. a-— — ° — . 

La Mt , tangente in M , dicesi cotangenla 
dell'arco a ; CT n'è la segante, Ci la cosecan- 
te, e si verifica seg. a : r r : coi. a, 

ossia seg. a— j^-. 
Le proporzioni Mi : A'5 : ; CM : CN ; 
Ci : CM : : CB : CN(=BD) 
danno cot. a= r -~'-~- , coseg. a=^-^ : 

per conseguenza tan.ai-i ^ o . (*) 

AD, le $ic\amo r fùnzhni\ngolari ; se il raggia 
si suppone =i , come per brevità sovente suol 
farsi, equivalgono a numeri decimali indefiniti: 
risultano espresse con numeri intieri quando, per 
servire agli usi" logaritmici, si concepisce il rag- 
gia diviso in io mila milioni di parti, (ipot. a 

[») Abbiamo FilM la dlfinbtaoi «ulll Figura perchè ir, aitiaiw 
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cui corrisponde /. r— io ) poiché non evvi seno, 
tangente ec. , che non ne contenga parecchie. 

5- 121. Notisi che il seno nasce con l'arco 
in A e cresce sino a CM(=r) in M ,per decre- 
scere in seguito sino a svanire in £; punto ol- 
tre il quale rinasce per riprendere gli stessi va- 
lori, ma negativi, nella semicirconferenza infe- 
riore sino ad annullarsi in A, coerentemente 
all' equazion e sen. a a->- cos, 1 a=r a che dà 
&en.a==f\fr 1 -- cos.* a ; e si vede che il valore 
uguale, di segno contrario, altro non può esse- 
re che DF , seno dell'arco negativo AF—.AB . 
Qualunque sia l'arco a si ha sen. (r-t-a)=- sen.a. 
11 coseno , siccome seno anch'esso, sta pure tra 
i limiti r e -r, ma perchè appartiene ad un ar- 
co coni pi ementa rio , nasce —r in A per dimi- 
nuire verso M ,. riducendosi a CD in B, a CQ 
in P ec. sino a svanire in A7 , giacché I' arco 
AM non ammette complemento. Passato il pun- 
to M , il coseno rinasce; per un'arco qualora- 
que AMOi^AK, il cui seno md , esso è 
Cd(=mn), ma progredisce in una diceiìone con- 
traria alla CD e s'indica col sogno ■ . Tal ino- 
(iific.iiione virn superila dalla fornirla 
cos. a=s^ 'r'- sen. ''a , e si spiega osservando che 
il complemento deli' arco AMm , è quell" arco 
che gli si dee togliere per ridurlo a no.', cioè 
Vaco Mm pre-rfj nega ti va mente . 

Quanto più il punto m scende verso E tanto 
più la C'I negativa si ai-cret.ee nuche coincida 
con CE (::-r). AI Hi ! a ,in« per esempio , ii 
coseno, tuttavia negativo, diminuisce e diviene 
Ci , finche giunto i* in A4', limite del 5.° qua- 
rt tante, si annichila di nuov i 'per riptuduisi pu 
(itivamente in seguito, e divenire 
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-t-CD In F, -+CA(=r) in A. 
Per la tangente si ha tan. = 

in 4 >an.>o da A in Af; = S ^=i^ = 1 
' cus. 45. 0 sen. 45. 

nella metà di = ff^^^oo j n M: 

tan. -co da M verso £ ; =:-^=o in £ j 

, . -sen. sen. 
tan. >-oda E in M perchè = _——-. — ; 

r -COS. COS. 

, sen. -t ... 
essa e — — --=- = — = _» in JW'i 
cos. gr 0 

-co da M' in ^ , perchè ~~~ > — o in ^ dove 
tan _ sen. 3B-_ sen. o _ o 

Ripercorrendo la circonferenza si ritrovano i 
valori ed i ségni stessi: basta esser pronti a rav- 
visare l'identità delle seguenti .forinole, dove n 
si suppone un numero intiero qualunque, >o . 
sen.afj.^T— -O, sen. (a «-1-1)33-— =ti 
(il „gi,o - pei n=i,5,5.c): 
cos. an.ìir^=fci ( il segncr-t- per n~t, A, 6 ec. ); 
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$. lai. Se si conduce aa! ( F.' 4} perpendico- 
lare a lato A in a' , la proporzione tra i lati 
ed i seni degli angoli apposti (1 19) somministra 

a'b: C sen. a'ab (= cos. b): sen. go.° 
cioè a'b=C cos. b: r; cosi a'c—B cos. c:r; 
e quindi 

rA[=r(_a'b+a'c)]-=C cos. cos. C ; 
e perchè A, B, C sono lati qualunque, sussi' 
ste il sistema 

\rA=C cos. cos.c j r£=/( cos. c-t-Ccos. a ; 
r.C=-4 cos. É— vB cos. a } .... (e) e significa :- 

Teor. Che un lato equivale alla somma degli 
ahri mohìplicati pel coseno dell'angolo che cia- 
scuno fa col primitivo: teorema che ha il pregio 
di estendersi a qualsivoglia poligono , e che spon- 
taneamente porge 1' interessante espressione di 
sen. (n=±6) . (*) . 

§. ia5. La proporzione de'Iati co seni dà 
j ,fsen.6=flsen.a,.-fsen.o=Csen.a,flsen.c=Csen.&;. I (£) 
forinole che divengono 

j A sen. b=B, A sen. c=C , B=~£=C tari, b \ 
quando 0=90° 

e sostituendo in C—A cos. b-*-B cos. a (J.antec), 
fatta la moltiplicazione per ""■^'* i > > s i ottiene 
rsen. (<*-(-£):= sen. a cos. i-f-sen, icos. a, 



{') N»l Irigono !«' dote c^go.o- li dtduct il lalo Ac'f=.f'| 
calcolando come lopla ba'-cV i so.lilutndo -toi. e* in «« 

di «M.ac'ci il riiultiounla è >L .olilo r^C co». i+S co.. .. 
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e basta cangiare b in -b e però sen. b in -sen. b 

dove una degli archi può esser >gc.° , perchè i 
teoremi (") , (b) da cui è dedotta , si riferisco- 
no anche al trigono avente un angelo ottuso . 

Fatto (¥.' 3) ar.AMm-\t-+a , ar.mhty 
(dove ar. m>. l<r)~ lr-+b , si ha nen. AMF.<i.-- uè: 
ma u}=- sen. [ i'A-i-Afi) ed £/. è = a (*) Dunque 

sen . r ( ^ fl )^(i^i)]^- se n. Co-fi) 
e perciò la forinola (c) adattami anche ali ipot. 
fl>90," e é>qo.° 

5- 134. Dalle anzidette forinole si deduce 
r. sen. (a-t-a) ossia r sen. 20— z sen-acos. a 
sen. (a-+È)" +aeili (a-£>)— sen. a cos. 
sen. Ca-l-6)- sen. (a-b)=-j- sen. Acos. a .... (e) 

Sia a-vb=& , a-b=$ , e siccome ne risulta 

a=-*(»H-/3) , fc=±(ci-j3) , si avrà 
sen. «-+«□. /3=i. sen. K"-+ft cos. *f>0) ... CO 

sen. (k«m.0=>Ì-i«iÌ(*-0)««-K«-+0) fe) 

Dalla a.', scrivendo a»! per a> , a/3 per (3, 
1 per r, sì ritrae 

sen.ttcos.g-seu. f Wj3 
-sen. aC o S .^- 6 en.^eos.«- 
Ma fatto sen. *=.^,co»^=B,»eB. r 3=C,oos,0=D J è 

1; giunge in £ . P 
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iAD-BC)(BD-AC)[^AB{C*+D*-) 
-CD(A*-+B>y\ - AB-CD , 
AB-CD 



ed 'il i." membro si è trovato t=cos. (a-+f3) : 
dunque, posto a per et t b per |3 , si. ha 
cos. (<m*)= cos. o cos. A- sen. a sen. 6 
e quando èsfo, 

cos. (a-i)= cos. a cos. b~+ sea. a sen. 6 (*) : 
laonde cos. (n=ti)= cos. a cos. è+= sen.asen. b .... (/ì) 
anche nell' i-potesi che gli angoli a.b sieri-' ottu- 
si , perchè il coseno nun differisce dal seno che 
per un estrinseco rapporto. 

$. 125. Fatto b=a si ha cos (a-Hl) ' ossia 

e perchè sen. =a-i- cos. 2 a=r E , si può dedurre^ 

cos.(a-i-£)-*-eos.(;i7-&}=-^-cos.a cos.t (?) 

cos. (a-t) T cos, (a^by=~sen. *sen. b (/); 

e qualora pongasi come nel §.ant. c-+-i=«,a-è=/3, 
cos. *+ cos. (3=4, MKHiQmK 1 ^ — ( m > 
cos. 0-cw. sen.i( a -^3>en.i f>£) - 00 

Le d«e preci e le f/) , (g~ì , quasi tutto im- 
plicitamente comprendono ciò che rimane à' in- 
teressante nella teorica delle funzioni angolari . 
' §. ia6. Per avere tart.(a-+(>) si trasformi tan. 
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in r — -, scrivasi tan. (a-t-6)= ; — ~ - — ^ ^ ' ~ 3e| | : 
! diviso ciascun termine per cos. acos.b, si otterrà 

, /^(tan.a-t-tan.^) 
, aD . ( ^ J= ^ T _ 7 ___ . . . . (o) ; 

! perchè AT ( F.» 3) ossia tan. -6.=-Ian.6, , 

l„.C«-») = £!$5i5^> 0>) 



- perchè tan. a sparisce 



3." Se r*- tan. a tan.£=o, cioè tan. a= - — i il 

che significa essere tan. a, tan. è in ragione in- 
versa o reciproca (60) è tan. (ù-+b)-= 00 e però 
a— 1-6=90.° Viceversa se a-+i=go.% siccome tan. 11, 
tan.é, spettatiti .per ipotesi ad archi, ciascun 
de' quali è tgo.' , sono num.' finiti, ed ii vaio- 
re. di una frazione— nop può risultare =00 che 
per l'infinito valore di A o per l'infinitesimo 
di B (§. eit.) , bisogna che sia r'*- tan. a tan.fr-- o , 
cioè che tan. a , tan. b stiano fra loro in ragione 
reciproca . 

4* Quando /- s -h tan. a tan. fc=o gli archi a,b 
differiscono di 90." Di fatto, in questa sola ipo- 



tesi si verifica ( n.° a.° ) tan. b= 

v ' tan.a 

S- 127. Dalle (/) (n5) si ricava 

Ka.a=V^-co)7^), cos. a=Vir(r-+ cos. 10) 
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Quindi Un. «=$^s3 : 6 molti P ,lcaQ,3 ° aoIt0 
e sopra per r-l-cos.aa, perchè 
(/-- cos.) (r-+ cos ) =r>- cos.*= sen.* , si ottiene 
tan.u = — — ed anche tao. a— m|| -a • 

Basta osservare che riducendo al medesimo de- 
nominatore si trovano i numeratori eguali tra loro. 

11 quoziente delle (/), (#) , («) , 00 - divise 
l'una per l'altra, è notabile: si ha per es. 
sen.^sen.g ^tanjC^) 
sen. a - ae u.(3-t a n.iC-(3) ?' 
Cosi f/): («>=tan.5(<M^)5(«)K*>=t«n-K«-P);«- 
Sono pur degne d'osservazione le due seguenti : 
■- r> S e».(a+b)) 



-CO 



g. n8. Facendo in (/) ed in (*) , a=ma~+b , 
/3=(ro- 2 )a-ti[=ta-20] , 
simboli , che attese le indeterminate a , b , m , 
rappresentano due archi qualunque, s\ scuopro- 
no le seguenti , desiderate nell' lutrod. al Cale, 
lufin. dell' Eulero , 

rsen.C'ni!-i-È)^2Cos.asen.rC'n-i);7-+i]-rsen.[Cm-a)a-t-A]J 
rcos.Crafl^)=2C0S.acos.[(m-i)a^6]-rco3.[Cm-2)a-+*]1 
che, posto b—O si cangiano in 

rcos. mfl = a colcos. (m-.Jfl-rcos. ( m -aM'" ( J 
e servono alla costruzione delle tavole trigono- 
metriche, come pure alla moltiplice sezione de- 
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gli archi , e e peci osa ni ente promettono V inscri- 
zione de' poligoni regolari . 

Per trisecare un arco s si fa =3d , e indicato 
sen. 3n per A , sen. a per x, l'ipotesi w=3 nel- 
la i.» delle forinole (i), posto per comodo r=i , dà 
,4=2 cos. a. 2 sen. a cos. o-sen.a=4sen.a(i -sen. a c)-i( 
cioè ^x 3 ^ix-t~A^=<! ... . (i) equazione, che so- 
stituite le corde ai seni , per lo che si fa 
x (=£cor. sa) =7 i7,/4(=; cor£a)=lB, riducesi ad 
Y^-Z-y-vB—O. 

Quando si tratta d'inscrivere un poligono re- 
golare , l'arco (m-H)a compie la circonferenza, 
è sen. (m-t-i>r=o e la i.' delie (0. sostituen- 
do iy in vece di sen.a (—-x), dà per 
Jn=3,5,4,5,6, le seguenti 

Paragonando l'equaz. (t) posta sotto la forma 
x 3 ^r 1 x-+ìr* J 4=0 ( 147 n.° /) con x*-px-+a.=o 
si ottiene r=aV^> , A— Zq : p , e descritto il cir- 
colo col raggio WfiP, se l'arco il cui seno è 
in esso =Zq:p fassi — 3a , si hanno i valori d'x 
apnn per ^ ^ _ ^ ^ 

valori reali perchè il raggio dovendo su- 

perare il seno Ìq:p risulta 

e d'altronde si è supposto p-co cunie (io3) 
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I prec. valori si adattano al raggio delle tavole 
il cui raggio R mediante Li proporziona 
r:R; ;A: sen. la d'onde , 

X (— R A — J *- 5 ? ; P >_ 5 ? fl 
sen.5*^- p - W]p )- 2pVìp - 

Avendosi per es.° x s -Zx-+ì = O si trova 
sen.3fl— iR=, 3(7=3o.°, e per ricavare dalle ta- 
vole i valori d' x s'istituisce la proporzione 
R: r : ; sen.o; x, che dà 
x=zV^p- sen. io.°:A=-j- sen. io. a ~o, 3472964; 
x=-^- sen. 5o.°=;i,532o888;i=-^-sen.7o. 0 ^=-i,879: 
* §. 129, Si ha (cos. a-+ sen. av'-i 
cos, -a- sen. a a-t-i sen. a cos. aV-i— (124 e 12 5 ) 
cas.aa — 1- sen.aaV-i . e moltiplicando per 
cos.a-t-sen.av'-i l'uno d'altro membro della prec. 
equazione, ottiensi cos. aa cos. a- sen. za sen. a-*, 
(sen. a cos. sa— 1- cos. za sen. su) V -1 cioè 
cos. (za-i-a )-+ sen. ( ia-+a~) V-i = 
cos. 3a— (- sen.3av'-' - 

SÌ trova del tutto simile 1' espressione di 
{eos.a —H sen. a/-! )* , (cos. 3 -f sen. aV-i)* , ec. 
e per assicurarsi se la forma del risultamene 
sia generale, basta supporre ottenuta la riduzione 
cos. a—k- sen. av'-i) f ~ cos. pa-+ sen. pa V-V 
dove p è un determinato num." qualunque, e 
moltipllcale ambedue ì membri per . 
cos.a -t-sen.av'-i poiché si ritrae 
(cos. o-+ se*. aV-i ) cos. pa cos. a- 
sen.pa sen. a-t- (sen. a cos. pa-+ cos. a sen. pa)V -1 
= cos. (a-fy»o-)-+ sen. (0-^0 )^-1= 
C05 . O+Oa+sen. 0>-n)aV-i 

cioè (cos.a-+sen.cv / -i) p " , " = 

COS. (p-fl)d -fseii. (/>-+! )oV'-i , 
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il che dimostra non potere esser vera l'equa*. 
( co,. « «n. «V-, )■= t o,. W 
nell iput. di n— ^) n.° determinato, senza cke ta- 
le ella sia nell' ipot. di n — p-+i ; e siccome la stessa 
derivazione è applicabile a ( cos. a-+- sen.av'-0' H ■' 
e cosi ec. ne segue che l'equazione (a) sia vera 
per it qualunque ; e lo stesso argomento, dimo- 

Se si sviluppa il i." membro dell' equazione (fi) 
e si eguaglia la somma de' termini immaginarj 
a sen. na\^-i si ottiene l'equazione 




cbe , fatto sen. no— A e sen.a=a:; adattasi agli 
usi della i." forinola (0 (§. antec. ) 
* §. i3o. Se ÌI seno può esprimersi con una fun- 
zione algebrica dell' arco , dev' essere 
sen. a=a-ig? ì a 3 -+p i a s ->f,a''...-ti3 a ^a , * + ' ... (2) 



lore, (i2i)j da sen. a, ed o-+p li a 3 '-^p ì a 3 ec. non 
può coincidere con -a-^p^a a ~p 3 a 3 ec. ; 

D'altronde l'espressione (aj dev'estendersi a 
qualunque valore di a, e perciò ad a=io, che 
fa svanire il 1.° membro; dunque niun termi- 
ne può essere indipendente dall' arco a : si esclu- 
de ogni esponente negativo , perchè 

P h -Q ~P h ~ diviene infinito quando a=o : ; 

il coefficiente del 1° termine- si è fatto —a per- 
chè il seno tanto meno differisce dall'arco quan- 
to più questi diminuisce, e la diminuzione es- 
tendo arbitraria, dev'esservi un punto in cut 




differisce nel segno, 1 



nel va- 
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l'ateo ed il sebo coincidano (*) , circostanza in- 
compatibile con l'equazione 'sen. a=pa-ty j a* ec. 
Per rapporto a cos. a giova concepire 
cos. «=i-^ a aM* t a*-i-...-t-/wi« (5) 
perchè quando a svanisce è cos.a= t , e perchè 
cos.-a non potrebbe coincidere come dee C I2 4 
Nota ) nel valore e nel segno con cos.a , se si 
supponessero nello sviluppamene le potenze di- 
spari di a. Si prescinde dagli archi maggiori del 
quadrante , che indichiamo per a=fyr-+b .poiché 
in tal caso è cos. a=- sen. b , e si fa uso del- 
lo sviluppamelo del seno. 
Ciò posto si sostituisca in 

cos. (a-^)-^cos.(a-i)=scos.acos.èO a 5) '. 
I 1 espressione (3) per eos,n , e l'analoga per cos. b, 
cos. (o-t-É) , cos. (a-b) ; dividasi per 2 , e soppres- 
sa da ambe le parti la serie (3) si avrà 
;i i 6 i -4-Gp 1 i 2 a ! -t-i5/j 6 i B ti*-)-j8 ( i) s 6 E a' 5 ...-+-n(2/i-i)p an .i i fl 
-+ p_ l b'-t-i^p ri b ;, a ì -t^jop a b' , a''.... 
■* P** 

f pd>*-+p ^ ,^il^- ^■PJ^'i^ 9II+- ^■/ , Ll^ 1 6^ :i '' s ...-^■p,,p >^ _ l É ^ ^l* l, ' 
-1- p^-ì-p^p^a"-* p*i*a+...-^, l /j IJ _ 1 i 4 a** 



Lo, Iona in parli del raggio o,ooo38J*9Ìi : o.oooJ83ioSi : 



H«Ttlit 
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es.° delle due prime; nell'uno e nell'altro mem- 
bro , dà 



dove i coefficienti numerici de' secondi membri 
sono i numeri esagoni (76) : si ha per conseguenza 



Ne v'è dubbio che dal paniate confronto isti- 
tuito derivar possa eccezione, perchè qualunque 
termine della linea m nel l.° membro (pre- 
scindendo dal 1.° d'ogni linea che coincide col 
1* della linea corrispondente nell'altro membro) 
vieu' espresso per 

f W-f 0 .... («-wiTC^-Hi^ ^v j 

mentre qualunque termine del 2° ha per simbolo 

pj'^-it" e 1 equazione p^P a ~-- — jpj ~ Pm-f* 

resta dalle forinole sopra ottenute generalmente 
verificata . 

Dalla sostituzione delle serie (1) , (a) in 
cos. (p4>y cos. (a-ti)=% sen.a sen. b ( §.cit.) nasce 
tyJ/a+tpjMp-kfyifa* ■-*™Pj* l "~' \ _ 
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f ha-+p 3 ba 3 -i-p s ba s p^fia"^' 

) -+p ì b :l a-¥p s 'b*a 3 w . -^PiP^^a" 1 ' 3 

l ' 

e basta paragonare i termini simili delle due 
primi: linee per avere 

a^ 1 &I,p 3 =-4P*'/'i =S ^'«' — Pan-i— _1 "Pi", cioè 

^L^'a. 3. 4. S^." 3 " 2. 3. 4. 5. '("») 3 = 3.3.4"5. i "* 

dove il segno superiore si riferisce ad n dispari. 
Dunque 

_ a' a s a" a o"~' , > 

sen.a-0 3-3i '3.5.4.5^.5.4.5.6.7" 3 .3.4-.-Cm-i)'" k J 

C05 .fl=i-_ _ f .___ ^ - _ - g ... (ir) 

espressioni, che brevemente, con- facilita e eoa 
rigore, e senza il soccorso dell'infinito, vengo- 
no cosi dedotte dalle (e), (ft) , vale a dire, dal 
teorema del §. 122. 

* §. i3i. Siccome la tangente cangia segno e non 
valore quandi) si sostituisce a per a , ed un ar- 
co estremamente piccolo si confonde con la sua 
tangente, che svanisce con esso, si può supporre 
tan. a^=a-wjja 3 -+q J a £ —~+q ttt _, a "~' ■ 

„ ,. , . %3~^XZ5 ec " . 

Quindi a-Kf 3 a 3 .7*J s 4''rt-= — — qT — — ;<5 sla 
2 2,3.4 
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«3 „' „'«■+' . 



,.3.4. 2.3.4.5" i5 



laonde lan.a^a^-^^il^^^ec.tó 

* §. i3a. Viceversa può l'arco esprimersi per 
le potenze di una funzione angolare. La serie (v) 

dà ( 7 5 E»-*) 

a=sen a ì* 0 *" 3 * - \ * sea '* a 3.5sen. ? a 3.5.7 sen. 

2.3 a. 4-5 2.4.6.7 "* a-46.8. 9 ~ 
Sia ar.fl=(-t-r 3 ( :i -+^ J ( 5 ec. dove f^tan. a , e 
perchè tan.ia=— - (136. n." si avrà 



svolgendo L_L, ec. e dividendo per a 
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-+4r 3 | -Htf,] 
d'onde r :i =-J , r,,^^, r 7 =-f ec. ; perciò 
fl=5(-5i3-Hfi'-f(' ... =t-J_t" _ * ,-...(» 

p se Jr= i ec. 

* §. i33. Facciasi ur=e in 

a =ti a— C'- a ) a ec - (56). pongasi 
aV-ij indi -aV-i per a;, e sommando, poi 
sottraendo , si avrà 

e** 1 '~W *=a(i-* ec.)=3 cos. a:, 

cioè sen. : 



•v- r 

1 . 



COB. j 1 

formule la cu» som» 

e 1= cos. sen. jV-i . 

Basta dividere sotto e sopra per cos. x il quo- 
ziente della 1.» per la !.', cioè * 

il. x-ì-Kn- jV 1 nMtfnflrp j»"^ 1 *V 



- per ottenere e 



§. 134. 1 metodi per la costruzio 
vole de'seni, coseni e tangenti in parti del r: 
gio , sono al presente oggetti di erudizione; 
siccome non assai convenienti all' Ìndole di 
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elemento li tralasciamo : ci basta soltanto di aV' 
Vertire ì giovani che le soluzioni trigonometri- 
che , le quali formeranno il soggetto del seg. Cap. 
laranno approssimative, perchè le funzioni an- 
golari che vi s' impiegheranno com' elementi del 
calcolo, vengono determinate mediante una serie di 
successivi valori apprasHiuiju ti , ]' inesattezza dei 
quali si trasfonde nell'ultimo, che per altro, at- 
tese le precauzioni usate dagli analisti nella co* 
struzione delle tavole , non aberra dal vero che 
di una quantità estremamente piccola, e tale, 
che punto non diminuisce l'effettiva idoneità del 
risultamene . 



Risaltinone de' trigoni rettilinei e sue applicazioni 
teorico - pratiche . 

§. 1 35. Le combinazioni ternarie tra sei ele- 
menti di un trigono, cioè (*7~Ìr) e s se "do 20, 

non meno di 19, esclusa la terna degli angoli che 
costituisce !a somiglianza non l'identità de' tri- 
goni , sono i casi da contemplarsi per ottenerne 
la risoluzione: problema di somma importanza, 
che la Geometria meno adequatamele risolve, 
perchè abbisogna della grafica descrizione, sem- 
pre fallace, de' lati e degli angoli. 

Bastano, per esaurire l'argomento i quattro seg. 
casi, generici nella loro specie. 

I Che abbiami due angoli ed un lato:" 

II Due lati ed un angolo ad mio di essi opposto : 

III Due lati c l'angolo da essi compreso; 

IV / ire lati : 
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il i.° de'quali abbiacela g combinazioni, perchè 
ciascuna Celle tre combinazfoni binarie fra i tre 
angoli può riferirsi a ciascuno de' lati : il 2.° si 
estende a sei , perchè ad ognuna delle tre cop* 
pie di lati corrisponde doppio angolo , e tre so- 
no le combinazioni comprese nel 3,° caso. 

g. i36. Probi. I. Risolvere un trigono di cui sì 
conoscono due angoli ed un lato . Soluzione. In- 
dicando generalmente i dati per A , a, b, (F. a 40 
lai.' delle formule esposte nel g. 12$ , cioè delle 
| A %ea.b=Bsea.a, ^sen.c=Csen.a,flsen,c=Csen.ij... (a) 



g. 137. Probi. H. Sono dati due lati ed un an- 
golo ad uno di essi opposto. Soluzione. Qualun- 
que sieno j dati possono indicarsi pèr A,B,a. 
Or la 1.» delle (a) dà sen. b, seno a cui nelle 
tavole corrisponde l' angolo b; il 3,° angolo c è 
==ir-a~b, e la determinazione del lato C spetta 
al probi, prec. ; detenni frazione a cui si premet- 
te quella di b o di c, perchè la diretta ricer- 
ca di C è soverchiamente incomoda . 

§. 1 38. Probi. III. Si conoscono due lati e tatù 
gola compreso. 

Pongasi sen. (a-+b) per sen. c in Asen. C~ Csea. a 
e si avrà A ( sen.tr cos. ó-i- sen. i cos. a) ^Csen.fl 
cioè A sen. b cos. a=(C^A cos. b) sen. a % 

equaz. che .fatto il quadrato e costituito i-sen/a 
per cos. 2 a , diviene 

^ i S en.^C'-sen. a fl)=(C 1 -2^Ccos.t-+^co S *i)s e n. i a: 



^ 2 sen !1 i=[^ i '(sen. 5 i-4-coi. 2 è)T^C ii -i^Ccos-i]sen. I i i; 
t» ponga 1 per ien. 2 *-4-cos. a i;Tdeducasi 
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À*-*C* -zACcQs.b 
• mediante questa espressione, la 

(B sen. ay=(A sen. b)* diverrà 

/s-c"-«ì<Ci».ì sen ' ' 

el»e soppresso j4 a sen. a è e tolto il denominatore 
si cangia in B^A^C^ACws. b. 
Siccome fi è un lato qualunque. A, C gli altri 
J — 1 b l'angolo opposto a B, si ha necessa- 



A^B^-t-C^BCcos.a ) 
B*=A*-t-C*- 2 ACoo S .b \ . , . . C/3J 
C t =A*-+B*-zABeos.c ) 
Dati per esempio A,C,b, ottieni! 

B=*/(A*-+C*-*AC cos. i) . 
Le formole (j3) sono interessanti e perciò do- 
vevamo rintracciarle, ma non assai facilmente 
somministrano la bramata soluzione: il metodo 
che segue unisce alla eleganza la speditezza del 
calcolo logaritmico e deesi preferire . 
Gli angoli ignoti essendo a,c, sussiste 
A: VA sen. a : sen. c; quindi (61 n." !.) 
A— i-C : A-C sen. a -+ sen. c : sen. a- sen. c 
. A-+C sen.o-i-sen, c , . tan.Affl-+c) 

'" are = ZZZJST?<"*> t...t (-0 -M 

L'angolo noto a— i-c(=5r-A) dicasi -s, pongasi =(/ 
l'angolo ignoto «-e: dall' equaiioue (y) traggasi 
tan. i(a-c) : dalle tavole Ufl-c), e si avrà (5) 

* Quando in vece di A , C si ha LA e /.C, 
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come ile 1 calcoli astronomici sovente succede, per 
non essere obbligati all'importuno regresso dal 
logaritmo al numero, si rintraccia un angolo 
ausiliare S mediante 1' equazione 

l.taa.Ì=d.~ d'onde UnJ)=-^, 
e a' istituisce quesl* altra 

v ^ ' tan.£(a-e) 
Infatti (so e ai ) cot -=^> tap.^".^ e (i a 6) 
, ,- 0 ,r f'-ftan. 4 tan. àS°.-\ r-+tan.fl 

(r-jA\ ■ l r A^ \A-t-C_ tan.j(a-t-c) 
\ C)'\C )~A^C tan.èCa-c) ^ J 
§. i3c,. Probi. IV. Dal numerica valore de la- 
ti vuoisi dedurre quello degli angoli. 

Richiamata la forinola B 2 - 1 A*-^C*-zAC<:os.b, 
pongasi zcos/ii-i per cos. b[ ia5 Cor. (/)] 
e deducasi 

2 cos. a o_ — ^ 
_ (^-+C-+g)(^-+C-g) gp(ap-a fi) 

3/<C ~ 3^C~ 

e si avrà 
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forinole che per un trìgono ortogonale , ove 
o=gc.° , divengono 

{,„, ®^±«, m . iWtf, .... 5*=V£|}.. ( .) 

perchè p^ìiy^-t-C^-hS-i-C) d,\ 

Siccome le differenze dei seni sono molto sensì- 
bili sul principio, quasi insensibili sul fine dei 
quadrante, e le tangenti rapidamente crescerò 
verso il grado 90.™% si preferisce la 3.» del!e$/A 
quando è assai piccolo, la 3." se poco dige- 
risce da 90." Negli altri casi , che sono la massi- 
ma parte, si fa Uso della i.» come più semplice. 

g. 140. Uu certo numero di applicazioni es- 
sendo necessarie per abilitare i giovani » met- 
tere in pratica 1 teoretici insegnamenti, scopo a 

lendo noi far succedere 'alla severità de' precet- 

(') Rum uflnwiile il sol 



a proponine 
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li l'aridità Je^li esempi astratti a sempre inaiti t- 
bili quantunque istruitivi , Ci *■- |' ■ .m -- due 
clas« Hi [iiubk'iiii, gli uni pra'ici, gli aliti teo- 
Pro M. t." Si dimanda la lunghezza detta li- 
nea CX (K r >.') inaccessibile , ma (a/c, che la 
dittatila di un suo estremo C da un punto A, 
w//; .c-uemcHc lomunn, ;n ssa misurarsi. Solili."' 
La CA , di 100 braccia per es." , si divida in 
due parti note, per es.° eguali, in B; osservisi 

'^=Si s .2o', CS^=44°.ao' (*): se ne deduca 

AXE—\h°. e dalla proporzione 

^B(=5o br 0 : BXl.sea. i3 0 .: sen. 5i°. ao' si avrà 

i 1,6989700 M-5o)-t- 
l.BX=\ 9,7160168 (=/.3i°. 20 'K 

( 0,64791 50 (=compl.;.sen.l5.°Jvegga(^ 3 ; 

e però . BX=ii5 tr - 

Facciasi BCX=a , BXC=C, e dalla forinola O) 
del g. i38. si ritragga 

|65£ . tan 67°. 5o f . 

65 i 3*M»7= (an _ i ( . (J _ cJ ' 

quindi /. tan.i(o-e)=/. tan. 67°.5o'-/.2,5i67 = 

10, 38 99 64r-o, 4m553 7 =9, 9874104 
ed 3(o-c) 44°. 10.' 11". 

L'equazioni £(a-t-e)=67°.5o',|(fl-c)=44"' 10.' 1 1' 
danno, sottraendo la 2.» , c^-a3°. 3g.' 49 j dunque 
CX-.CB ( =1 Gol"- ) ; ; sen. 44°. so.' : sen. a^g.' 49", 

( 1,6989700 f=/.5o)-t- 
i.CX= ( 9,84 (=/. sen. 44° .20O ■+ 

f!.5;)9-j:)i'|.Ì. (=compL/. sen. 23°. 39/49") 

£=87,45. 
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Non potendo l'ingegnere nè andare, né anco- 
«larsi quanto bisogna al punto C, si rende ne- 
cessaria la determinazione della BC analoga a - 
quella della CX . 

Può anche darsi ebe la linea richiesta sia la - 
BC(=x) (F.»6) nel piano della base di Bn edifi- 
zio verticale assai elevato , come una torre CX . 

In tal caso si misuri CSX e sia =37.° 4a';indL 
si retroceda nel piano verticale BXC sino ad A , 
punto assai lontano da B, onde abbiasi per es." 
AB=iz§ pertiche (=d) , e l'equazione 

AClan.A—BC lan. B(=CX~) ossia 
(</-+-.*) lan. 16". 2o'=J:tan. 27^.4 '. darà 

cioè, per le forinole (r) dei §.127, 

rf-+2 X : d ; ; sen. (37°. 42'-+! Q\iV): sen. (iifjp'-i G".a3'} ; 

quindi 

,'2,0969100 C=/. 1=5)-+ 
/(//■+3.r)- j :}^.HM4 C ; /.s^n./,-V.5')-u 

( 0,7072313 (= compi. /. sen. 11°. 19') 

— 

e rf-t-2a^=443 )2 ;a:=i(445 ) 2-i 2 5)=i58p«i.,9 (*) 

H GliMgeli •! rr,i,„ rj r,o col quadrati, col grafometro, con la 



traguardi che guarniicouo I' 
f noi corda , > rapportando 
di putì eguali, « avrà dalla 
-if/ la meli dell' ingoio li 
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$. i4t- Probi, a." £o teai C^TCF-* prec.} 
i^fl misurarsi è inaccessìbile in ogni suo punto . 

Soluz.™ Tracciata la retta DE si osservino CO£, 

CED e si calcoli C£ (i36); si osservino XDE, 

XED e si calcoli EX. Cosi nel trigono CEX 

si conoscono , EX , CEX (^XED- CED) 
e pel (■ '58 può determinarsi CX. 

jj. i4». La misura d'un altezza CA" (F>6) 
dipende dai metodi precedenti ed è per ordina- 
rio assai più facile. 

i.° Potendosi misurare AC e PAX si ha (ia3) 

Se per es." -rfC=*a3 pert. ed { , CAX= 5o°.5' 
« ottiene ^jgg^- (^. a 3 ia 5H 
iCX= i io,076q563 C='-tan.5o°.3'J- 

? .0 ■ L ■ ■ . (*) 
« 1,4453792 e C^=37- P " L ,7574- 

ElKndg 1 ¥.<■ 4 ) 9 il '«ntro d*l circ. ci.toicr. di (Ili * pit- 
ie l'arco U, .1 ha OS: S. (=-7^) :: wo.Ì»0(=»)'waiO* 
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2." Se non è possibile d'oltrepassare il punln 3 
(Si misura AB nel piano verticale BCX e si cai-, 
cola BC (^4°) ; '"di si procede come nel n." 
prec. In altra guisa : 

Siccome ' BX:BA\ Isea.BAX.sen.AXB 

e CX:BX;\stn.CBX.i , risulta 

tta.JXB, 

3° Quando la base si dee prendere inclinata 
all'orizzonte e fuori del piano jSCJT, qual'è la 
D£,si opera sui trigoni D«, Z)FX come si è 
operato sui due -ABX , BCX, e trovasi 

FX=,DE'^§^ sea .FDX: 
Si osservi CDF e siccome DF [~V(dI*-FX*)'] 
è noto, si avrà CF:DF\ .'sen. CDF; cos. BC~F , 

cioè CF=DF.^SSS. 

4-" Trattandosi di una torre obbliqua , di un 
muro a scarpa ec. si opera come nel Probi. i.° 

§. i45. Probi. 3." Si dimanda la disianza DF 
di un dato punto DfF.a 5 ) da una rena inacces- 
sibile CX. Solili." Misurata la DE si calcolino 
DC, DX come ai calcolarono CE, EX 040 
e determinata la CX come (§. cit. ) si appuri 
1 angolo DXF e si avrà DF^DXsen.DXF . 

Si può anch' esprimere la DF pe' Iati del tri- 
gono CDX, che per comodo rappresentiamo con 
la F.» 4, dove aa'(=S) sia in vece della DF, 
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Ottenuta Y espressione S=Cseo.b analoga alla 
prec, dalla forinola (jì) del %. i SS. si deduca cos.È, e 

e ..ri fej iv'[4/<»C , -<^*tC , -i?») , J, 
forinola che si decompone io 

e siccome , uiolliplicandola per produre la 
superficie r del trigono abe , si ha 

formala speciosa che ci giova di avere inciden- 
temente rintracciata, e dalla quale non vogliamo 

disgiungere j— ì^.fisen. c , dove fi^-^ esprime cu '.(*) 

§. ,44. Probi. 4.° Si conosce la lunghezza del- 
le strade AB , BC , CD , DE , (F.» 8) e quella 
degli angoli B, C , D,e quantunque non si poi- 
.•a traguardare da E in A , si vuol tracciare la 
nuova strada EA , e se ne vuol sapere la lun- 
ghezza. SoIlM." Calcolata la lunghezza delle fet- 
te £C, CA ne' respettivi trigoni, CDE, CAB (.38) 

si determini DEC, ECD nel 1.°, ACB nel 2.° e 
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ti avrà ECA; quindi EA pel §. cit. ; ma cono- 
scendo i lati del trigono ECA si possono calco- 
lare CAE, CSA; il i.° di questi unito a CAB 

(=i$0°.-B-ACB) costituisce BAF , cioè la dire- 
zione del tratto AF ; il 2° forma la direzione 
del tratto EF , direzione die può anche, dedursi 

dalla differenza DEC-CEA (=DEF) . 

$. Probi. 5.° Traguardando dalla vetta B 

di un monte (_F.' g.Jcorc l'occhio armato di te- 
lescopio , l'orizzonte circoscritto dal mare, tro- 
vo ABC— 89°. Qua! è l'altezza della mia stazio- 
ne? Soluzione. Prolungata la verticale BD sino 
al centro C, siccome BA è tangente in A si 

ha CAB—yo? e sta CB: CA \ : r : sen.Sc/. , 
dove C-4=i965oooo piedi di Parigi (*) 
Dunque l.CB—t.CA-hl.i-l.sen.2 9 °. , 
cioè (120 in fine) 

I 7,1929203-1- 1 
l.CB= \ 10 — ! — 7,2929865, 

f .9-9999338 \ 
logaritmo che nelle l'avole di Gardìner corrispon- 
de a 19635 : Attesa la caratteristica 7 che indi- 
ca otto cifre si prende il numero I9fi33ooo , e 
tolto AC si ha 3ooe piedi, altezza richiesta. 

Data l'altezza del monte, per la qual deter- 
minazione si hanno due metodi, {**) non com- 
putato l' antec. che è particolare e da noi adope- 



ri qi.csio numero , adoperato anche dal Cai. Cag-oli 
IO Itìgonòm." può licersi mila Sci», del Cale. % ibx. 
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rato per esercizio, può essere in A un oggetto 
lontanissimo, comunque situalo per rapporti! at 
livello del mare, e volersi la distanza BA. Misu- 
rato CBA si calcoli (i3 7 ) ACB, indi si dica 
Ua^CBA : sea.ACB : : AC : AB e sì avrà ec. 

Nelle massime altezze si trova BCA<\°. 48' : per- 
ciò la massima distanza terrestre GA , a cui il 
raggio visuale può pervenire, è di circa 100 

§. 146. Non paga la Trigon.' d' aver prestato 
mìrabil servigio all'ingegnere nelle più difficili 
operazioni geodetiche, s'innalza nel cielo ed of- 
fre all'astronomo infallibile scorta nella ricerca 
degli clementi, ch'esser debbon la base de' subli- 
mi suoi calcoli : Basti per tutti il seg. 

Probi. 6. Si dimanda un metodo per cui due 
geometri, situati nel medesimo meridiano, osser- 
vando ia luna in un istante convenuto , possano , 
coi soli principi della trigonometria rettilinea , 
misurare la distanza tra'l centro della terra ed 
il centro lunare . Soluzione . Sìeno A,F, (F'prec.~) 
le stazioni de'due osservatori e sia noia la geo- 
grafica loro distanza AGF e perciò la corda AF , 
doppio seno dell'arco AGF. Misurati gli angoli 
d' elevazione LAB,LFH, del centro L su i re- 
spettivi orizzonti AB,FfI, nel momento in cui 
passa pel meridiano AGF, aggiungasi a ciascuno 
il respettivo angolo eguale BAF,HFA, la cui 
misura è \AGF , e nel trigono ALF, ove oltre 
il lato AF si conoscono gli angoli ad esso adia- 
centi , si calcoli FL (i36) e si. vedrà che basta 

aggiungere il complemento di {AGF id AFL 
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pur avere nel trigono CFC due lati e l'angolo 
compreso, per avera cioè gli elementi necessarj 
onde calcolate la CL , dirama richiesta. 

SÌ vedrà nell' Astronomia che gli osservatoti 
p osso n' anche trovarsi a diversa longitudine , pur- 
ché l' una e l'altra longitudine sien note ad en- 
trambi. (*) f 

•lassando ai problemi teoretici sia. 

§. 147. Probi. 1.° Qual dev'essere il valore 
degli angoli affinchè i lati A, B, C, e la perpen- 
•dicolare A' , condotta da un vertice a sali' oppo- 
ste lato A s /armino la progressione A : B : C : A'ì 
Soluzione. La proporzione A : B C : A' , co- 
stituita dai primi e dagli ultimi due termini, 
da B.C=A.A'. Ma A.A'=as e 2S (143 sul fine) 
~B.Csea.a : dunque sen.a=^i ed a=go°. Ciò po- 
sto si ha 

A: B : : sen.go." f=0 
B:C\-: 1 : coU>(ia3), cioè 

sen.É=cot.fi=-^-^: quindi sen. 2 i 
ossia i-cos.^i— cos, b, e trattando cos.b come 
l'incognita dell' eq. cos. a 6-+coi.fc=i si ottiene 
pos. £>— i-v'S) — o,6i8o33<)5— cos. 5i*.5o'f 
dunque É=5i°. 5o' , c=3o°. 10' . 

J. .48. Probi. 2. 0 Risolvere il trigono di cai 
si conosce an angolo, il perimetro e V aja . So- 
luzione. Detto a l'angolo, l'equazioni sono 
A-+B+C=--zp , B.Csen. a = 2 s, fi^C'-aB.C cos. a=A- , 
e la l." , ossia (fl-4-Q a -a.9.C(i-t- cos. a)^-A* , - 
sostituendovi ap-A per B-+C , e -Ì-perafi.C, 
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diviene (ap-jf)*- ~-( L i-hcos.a')=A s - ; 
e sappresso A* porge 

— V cot.a )=/>- — cot.fa . 
SÌ elimini B dalle due prime eq. 1 e si avrà 
C=iO-vifH-V[KP-^)"~ ^7] (*) , B=zp-A-C. 

§. 149. Probi. 3.° Dati gli angoli b, c ed il 
Imo A (F.' l\) trovare uno de'semmenti a'b, a'c, 
fatti dalla perpendicolare aaf . Soluzione. Dedu- 
casi B=A~ e si avrà 

a'c=Baos.c=A cos.c.-—, formola trattabile 
co' logaritmi (**) . 

§. ;5o. Terminiamo con alcupe osservazioni , 
parte istruttive per la gioventù, parte giustifica- 
tive per noi, ed avvertiamo che le due prime sol- 
tanto fanno parte dell'annuo corso elementare. 

I. Le formole spettanti alla trigon.' , siccome 
hanno anche un significato geometrico, debbono 
essere omogenee, tali cioè che i suoi termini con- 
tengano un egual numero di fattori positivi*, egua- 
le il numero de' negativi, di quelli cioè che Iro- 
vansi nel denominatore. Non può essere per es.° 
tan. = , perchè tan.cos. esprime un rettango- 
li in vece dell* fcrmoU 

V[^a-H»B.CUo>.fl-fi]]4-V , [^ 2 -(-iB.C[«i a - 1 )] 
ch'esige doppia «trazione di radice, 
(**J È preferibile ad ^(r-f ) , formoli prope.U di 

Capisti. 
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lo, mentre seno esprime una retta, ma àesù 
avere tan.cos.=f.sen. Così 

è una forinola eterogenea ed incompleta, che fa 
d'uopo completare restituendo le soppresse pò- 
tenze del raggio i , il che produce (u6) 

r a ( tan. a-(-tan. b ~) 

r a - tan. a tao. b 
funzione dì una dimensione, perchè i fattori com- 
ponenti i termini del numeratore sono tre, due 
quelli che compongono i termini del denumiu.i- 
lo re. 

II. La soluzione di un probi, trigonometrico 
allora soltanto può dirsi perfetta , quando l' espres- 
sione dell'incognita è dotata delta possibile sem- 
plicità e dipende da' soli etementi dati , poiché 
se trovasi t per essi, poscia x per i, il valor fi- 
nale risulta doppiamente inesatto , attesa 1' ap- 
prossimazione a cui soggiace l , e quella ineren- 
te al metodo che da ( ricava x . 

IH. In- pariti di risultameli to si preferisce il 
metodo piì semptine e breve. Volendosi scioglie- 
re per es.° ìl seg. Dati i lati di un tetragono 
inscrittibile al circolo trovarne le diagonali : 

In vece di adoperare il . metodo proposto da 
Cagnoli , dicansi 

A,B,C,D i lati,£, F le diagonali, e ì'eq. 1 

E.F=A.C^B,D, (*) ■ 

moltiplicate e divise l'una per l'altra, daranno ec. 

IV. La risoluzione di un trigono rettilineo pu6 
desumersi da ìji numerabili terne di elementi cor- 

O Vegga!! l'cccallguU Gton.' di Li e <nin . 
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Telativi a quei del trigono stesso , quali sono te 
perpendicolari , il perimetro , la superfìcie ec. , 
ma tale indagine oltrepassa la sfera degli ele- 

. APPENDICE L 
Pag. 1 5 — S- il. - Un. il... dopo semplicità (*) 

(*) Quest'ultima proposizione non abbisogna, 
come altri ha preteso, di alcuna prova, perchè 
V unica maniera di rendere pia semplice una fra- 
zione, consistendo nella soppressione di un fattore 
comune a' suoi termini, quando vi si sopprime it 
f attor massimo che li comprende tutti, più non 
resta luogo ad ulteriore riduzione. 

Pag. 17. innanzi al $. 11. 

Per trovare il massimo divisore di tre quanti- 
tà numeriche o letterali A, 8, C si determini ir, 
massimo divisore di A, B, ìndi x , massimo di 
ir, C e sarà x' quello che si richiede. In fatti 
se A=qx e B=q'« , dove q , o' sono primi tra 
loro, supponendo x.-pn' e C-/1V, dove anche 
p, p' sono tra loro primi, risulta 

A—pqr! , B=pq'x' , C=pV , 
ed è chiaro che nessun n.° >«' può dividere i 
•econdi membri, perchè p , p' escludono 

per ipotesi qualunque l'attor comune . 
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Se le quantità proposte sieno' A,B,C,D\ ri 
massimo divisore dì (atte è quello di D, che 
diciamo ed eccone la ragione : 

Posto A=qi<? ,= Btft? , C=q'V , è certo che 
le quantità q ,q' ' , q" non ammettono un comu- 
ne divisore: ma se x'=px" e D=p'i<" , dove 
p,p' sieno primi tra loro, risulta 

A=pqn" , B=pq'x", C=pq"n" , D=pV, 
e pq , pq' , pq" < p' • escludono qualunque divisor 
comune: dunque ec. È inutile dimostrare la ge- 
neralilà di un metodo, il cui uso sempre riesce 
in pratica limitato ad un ristretto n.° di .quantità . 

Pag. 6x - li. 2. Aumentata la caratteristica di 
i si prendano i logaritmi contigui 
3 )7 43 9 oi6(= log. 5545) ; 3, 7 438=5i(=log. 5544) ; 
indi la loro differenza 0,0000784, e quella tra 
il log. dato ed il minore de'prec, cioè 0,0000591 , 
e dicasi: se l'addizione di 0,0000784 a log.5544 
accresce di 1 il n.' corrispondente 5544 > l 03 ' 6 
aumento in esso produrrà la giunta di 0,0000591? 
Il 4° proporzionale ( Aritm." ) dà 0,753 . . . . 
Dunque 5544, 7 53... è il n." del log.-° 3, 7 4388aS, 
e però 554,4?53 ■ . • quello che si richiede . 

Pag. 1 14 - U. 9- Quando è y— % e vice- 

versa : ciò significa che il probi, ammette un inde- 
finito nmnero di soluzioni . In fatti 
cB-bC=*>, aB-bA=<) danno ^=j<5=4"i 1 uin " 
dì |=^i cioè aC-cA~o e però y=s- 
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Ricavando a e c dalle due cB-bC=OfiB-bA=a 
si ottiene "=^-> c= ^'§ > ax-±by=c diviene 
ì?Lx—i-by=~ i cioè Ax-+By=C . L'equazioni del 
probi, equivalgono dunque ad una, e siccome le 
incognite sono due, può ella verificarsi con in- 
finite coppie di valori d'x,Y, altro non ricliie- 
dendosi che darne uno ad x per dedurre dalla 
eq. stessali corrispondente valor d'y e viceversa. 

APPENDICE II. pel $. i5>. 

II Sig. Prof. Flauti, dopo una distinta menzio- 
ne della trigonom.' del Cav. Cognati e della no- 
stra (*} prosegue il saggio storico, premesso a'suoi 
elementi di trigonom." dicendo , che nessuno ha 
ravvisato prima del Sig- Pergola , che i teoremi 
delle funzioni circolari, ed i problemi delta mul- 
liseùone angolare e della inscrizione di un poli- 
gono regolare, possono dedarsi come immediate 
conseguenze dal teorema di Tolomeo, e soggiun- 
ge che sarà vantaggioso il vedere uniformemen- 
te dimostrati per mezzo di esso quelli di Vieta 
sulle corde, e le formale di ■ . 

tea. (a=fc/>) , coa.(ar±6j. 

Affinchè i meno esperti non restino, allucinati 
da tale divisamente, che tende a «bandire dalla 

(") Voi I. in *• Lucia .807. 
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pubblica istruzione le nostre produzioni trigono- 
metriche , passiamo a provare le due seguenti pro- 
posizioni . 

I. Se giova ricavare le fondamentali nozioni 
delia irigonom." dal teorema di Tolomeo, noi ne 
abbiamo abbastanza profittato, per non meritare 
la minima disapprovazione . 

li. Il anzidetto teorema non vanta la suppo- 
sta idoneità, ed il nuovo metodo è per lo meno 
inopportuno . 

Come quel 61osofo dimostrava passeggiando 
l'esisteuza del moto, cosi noi dimostreremo la 
prima proposizione aprendo il secondo tomo del- 
la Scienza del Calcolo , e additando ai lettori il 
J. 3i3 , dove il teorema dt Tolomeo è ( secon- 
dariamente, e come un oggetto di erudizione) 
applicato alla ricerca delle formolo esprìmenti 
sen.(a^tb), cos.(fl^è) : mostreremo che ne J 5S- aa 4 
e 22S. ne abbiamo immediatamente dedotte le 
formolo (p), 00, (s), (Elem. ia6 e ia8) e fa- 
remo altresì vedere nel $. z35 della Se. del Cale, 
le formoli? (l) ottenute come (Elem. §■ 118) 
Ecco dunque dileguata la più significante parte 
della promossa imputazione j 

Il Sig. Pergola , Matematico che nominiamo 
col dovuto rispetto , e delle cui Memorie inedi- 
te il Sig. Professore ha fatto soverchio uso, ot- 
tiene con molta eleganza, mediante il teorema 
sopra citato le forinole particolari : 
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r sen.aa=i cos.a sen.a 

r aea.ba=z cosji sea.aa-rsenji 



r cos.2ct--3 cos. s a-i 

r cos.3a^a cos za cos.a- cos.a 
comprese nelle (() del $. 128 ; indi si assicura 
della forinola generale con un artifizio , consi- 
stente nell'addizione delle respettive equazioni 

sen-C^-HO-ec, * e n.(na~a}= ec. 

cos.(na~+a)= ec. , cos.(/io-a)= ee. ; 
artifizio non cosi naturale e spontaneo, come la 
sostituzione di ma per 1 e di (<n-z)a per J3 in 
(/) , (k) , forinole note e caratteristiche , derivanti 
dal teorema citato : ed a questo proposito ci gio- 
va notare , che qualora si abbiano più proposizio- 
ni strettamente connesse, ed interessanti la teo- 
rica di una scienza , F ultima nulla acquista se 
facciasi discendere dalla i." piuttosto che dalla 
prec. 

Dalle (/) il Sig. Pergola si fa strada all'equazione 

r~TT. -+ ec. J 

dove 3~cor. ara, tj=-cot.na, e vuoisi destina- 
ta alla multipliee sezione di un arco ed all'in- 
scrizione di un poligono regolare. Rispondiamo 
che l' esposta equazione , altrimenti da noi già 
rintracciata ed esposta in una Memoria letta a 
questa R. Accademia , dipende da un' oscura e 
difficile induzione; ch'esige anch' essa parecchie 
riduzioni ; che presto diviene , crescendo m , inet- 
ta ad ogni uso pratico, e che tutto computato 
ha l'aspetto di un simbolo di lusso analitico. 
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Rispondiamo che in tre diverse guise abbiamo 
utilmente soddisfatto al doppio problema, esiben- 
do cioè le forinole (i) (128); l'equazione 
sen. na=~ sen. a cos. "~'a ec. (129), ed inoltre 
le formole per li poligoni più semplici (128) e 
(Se. del Cai. oro); che in conseguenza abbia- 
mo aperte per li bisogni del calcolo le tracce più 
opportune e più vantaggiose, e ciò facendo pos- 
siamo gloriarci di non aver perduto di vista, in 
virtù delle formole (l) , il prediletto teorema. 
Passiamo alla seconda proposizione . 
La teorica rela#va ad una figura geometrica, 
può dirsi nel miglior modo stabilita, quando i 
principali punti vengono facilmente e rigorosa- 
mente ricavati dalle proprietà della figura stessa 
o di altre più semplici . Nella tetragonometria 
per esempio è in alcuni casi opportuna e prege- 
vole la risoluzione sussidiaria di due trigoni for- 
mati dalle diagonali: i noti teoremi sul tetrago- 
no inscrittibile al circolo, sono regolarmente di- 
mostrati, perchè desunti dalla caratteristica dei 
trigoni simili: meritano approvazione le formole 
per la risoluzione de' tetragoni , perchè con ele- 
gante faciliti discendono dalla teorica trigonome- 
trica , e cosi ec. Male però si apporrebbe colui , 
che pensasse di derivare le forinole spettanti al- 
la tetragonumetria da un teorema proprio del 
pentagono: non bene chi ricorresse a questo per 
risolver quello, eccettuata l'ipotesi, che niun al- 
te ciò è vero, come sembra indubitato, forza 
è concludere , che la derivazione della scienza 
trigonometrica dal teorema di Tolomeo, possa e 
debba dirsi commendabile, nel solo caso che 
manchi ogn' altro mezzo per ottenere le priuci- 
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pali forinole trigonometriche. Or questo è falso, 
e la nastra trigonom^fria dimastra clie a tal uopo 
basta la nozione del seno combinata con una sem- 
plicissima proprietà del trigono; dunque non è 
vantaggioso il veder dimostrata col teorema di 
Tolomeo la dottrina delle funzioni circolar: ec. (*) 

CAPITOLO IL 

Applicazione dell'analisi finita alla Geometria 
elementare . 

J. iSa. La difficolti! cbe non di rado s'incon- 
tra quando niobi soddisfare alle condizioni di un 
problema coi principi <W.U Geometria, c coi mel- 
ai offe» ti d.i'l.i r (,-ln/i .r..' ti «•■•«■nir.-.i ira , !ii 
Con.i^|ii!o Ì Georoetii a chiamare in soccorso i 
metodi e gli artifizi dell'analisi ca I colai r ì ee . 11 
principale studio in tal gima si riduce a com- 
pleta ri- la figura esprimente il quesito, con alcu- 
ne rette ausiliari , the somruinistnnij -jiialche nuo- 
vo rapporta . oppure il «imbolo t?» un demerito 
correlativo alle iocognite, per trarne le oppor- 
tune equazioni, tali noA che bastino per ottene- 
re l'espressione de' richiesti valori sotto una for- 
ma .capace di spedita e 'emplice costruzione, giac- 
che la soluzione algebiica allora soltanto può dir- 
si soddisfacente , quando le formale finali am- 
mettono facile e adequata traduzione in valore 
geometrico, il che significa costruire. Gli scelti 
esempi, l'esercizio e l'industria suppliranno al 
difetto delle regole, che invann si aspetterebbe- 
ro nelle sempre varie e tra lor diverse circostan- 
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re. Vediamo intanto come pre-cadasi alla costru- 
zione delle formule , che per adesso supponiamo 
dedotte dall'equazioni di i.° e di 2° grado , e 

Serciò spettanti a problemi compresi nella slera 
ella Geometria elementare, e che gli antichi 
dissero problemi piani . 

5. i55. La più semplice forinola razionale re- 
lativa ad una linea retta, — i_ si costruisce 

con prendere su i Iati di un angolo FAG (F.* 10) 
le parti AD— a, , AE^a^DB—n^ , congiungen- 
do D con E, e tirando per E la BC parallela 
a DE , poiché il semmento EC è (Geom.") 

il 4.° proporzionale dopo i termini a, , a, , ed a 2 . 
Lo stesso metodo si estende alla forinola 



poiché 1* ultima delle quarte proporzionali 

^= i< ^,,% ?= ,,...^ =v _, 

coincide appunto con la retta x . 
Per costruire la formola generale 
"i a aa 3 ^b,b ti b 3 ... b n ^c,c 2 c 3 ...c s =t eh, 

che si suppone e dev'essere omogenea e di una 
sola dimensione (j5o) si trasforma il numerato- 
re in un aggregato di tante linee rette (juanti 
sono 1 suoi termini , dividendo questi pel prodot- 
to di n-i fattori di mn suo termine, come per 
o a a 3 ....a n ; indi s [ f a i 0 S [ esso p er rapporto al 
'denominatore i cui termini si dividono per 
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o a a 3 , cioè pei prodotto di fattoci fra 

quelli prescelti nella divisione del numeratore. 
In tal guisa il numeratore ed il denominatore 
respettiv amente divengono 

M a -A Ci»» — C, 
a,^— — — ^ e e. =OiiA,i/i a ^:ec. 



— ; a — =t ec. =«:±tf t rfc ec. 

"a^J •••"„_, «a<»3 •■•■ a B -, 
e perchè nel divisore de' termini del 
tore è mancato a n , si supplisce costruendo 
a i {a l ^ih l t±h i z± ec.) a„ . H 



Così ^"g^jg g si fa dipendere dalle * S . 

operazioni : 
abc' 1 . / a s a , , , W Oi 3 
d^e d 2 e de de 

«-WT, ~ K - 
$. i54. L'equazioni di a.° grado, relative ad 
un problema geometrico seno di una delle forme 

■ x' 1 =bc , x"-ax=bc ; 
ed omessa la 1.* che si costruisce mediante la 
corda &£(F.*n.) media geometrica tra '1 dia- 
metro AB—b ed il semmento BD=c, corda che 
resta determinata dalla perpendicolare alzata nel 
punto D sul diametro AB, e prolungata sino 
alla circonferenza in E, passiamo a consid erare 

la a.* , cioè la formola x= ^Q^t^bc-t-ìa* . 
Tirate le rette HAN , CAM ( F." 12) prendasi 
AB=a,AF-.b,FD=c: par A,B,D, si iìb- 
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scriva un circolo il cui centro C. ed un i* eir- 
colo deaeri UO cui raf-^io CF e con lo slesso cen- 
tro, tagl.andu GM in f. ed /■.' , tf.V i„ /, di- 
ri .r . AE . x=AL. Tnfjtn ( Cestri ■ ) IA=FD-c, 
IA.AF he , e po'la AF.-x risulta AI=BE=x a 
ed ^i. ^fi^x^oa: . Ma (Geom.") 
AL.AE=lA.AF=bc: dunque ec. 

L' ipot. ^£=-c dà AE=a-x ed AL.AE 
ossia ar a -aa: - ic come sopra . 

Per x*-ax=--bc si prende ( P i3.) 
AB— a, AF=-b , FD=x, si opera al solito e si 
trova x—AE,=AL. Basta notare che i trigo- 
ni simili AEG.AFL danno AE.EB—AF.FD: 
quando a>o si fa AE^a, EB=x , AD=^b,AF—c. 
hi può anche costruire be^d^ indi 1' ipotenusa 
e~V(d >i -i-±a il ') ovvero il cateto f=V^-d 2 ; 
e si può dedurre bc=ad per trovar poi la me- 
dia geom. tra fa^rf ed a . 

E simile la costruzione di 

vV-^-W^-t/f! ec.) 

che si ottiene facendo 

a a -t-4 2 =«» , a?-+c*> — (3 a , ^-e 3 ^ 1 , 

S- i55. Probi, i." Trovare i lati di un rettan- 
golo di cui si ha la superficie e la somma di 
due lati contigui c della diagonale, evitando 
l'equazione completa di a." grado. Soluzione. 
Chiamando nx la somma, zy ia differenza da' 
lati, il maggiore è ( $■ 5.)= x-+y , il minore 
~X-y : quindi la superficie 

Cz-yOO-j) o^'a x*-y*=a?, 
e la somma de' lati e della diagonale 
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cioè jW^'-nc'ai ; 

e perchè y*sax*-a.*, ax-tv tyc a -2a*=b : 

si trasponga ai e fatto il quadrato si avrà 

vale a dire «(ifl'-i-i 2 ) : , 
forinola che si costruisce deducendo 

4 : a . : : h, i ..de __=_ ? _=-j-=. 

e poi /(= \Ac a -a J ) cateto del trigono ec. 

§. i56. Probi. 2 .° Si dimandano due rette di 
cui è nota la media , sì aritmetica che geome- 
trica . Soluzione. Sieno x,y le rette richieste, 
a la media aritmetica, b la geometrica, e si 
a»rà x-vy=*a, xy=b 2 . 

Dalla \? x=*a-y\\a. a." diviene J ! ~aaj^r-i 1 e dà 

y=a^a'*-b* , x—a^Va^-b^ . 
Rappresentando per AB(=a) , AC(=b) ( F." 14 ) 
le medie, si descriva col raggio AC l'arco CO; 
per 5 sì tiri la BF tangente in F; col raggio 
BF sì descriva il semicircolo DFE e sarà 

y=AE,x=AD . 
Infatti AD~vAE=i{AD-vBD-ì=-iAB~vi , ed 
, : AF{.=AC=b) :: AF-.AE. 

$. ìBj. Probi. 3.° Dividere un dato pentagono 
regolare ABCDE ( F." i5 ) con una trasversate, 
parallela ad un lato, ad ED per es." , M £UÙa 
cAe a trapezio EDGH risulti =c. a Soluzione . 
Pongasi ED=a, l'altezza MF del trigono iso- 
scele DFE, ~b, MN, distanza delle parallele, —x. 
Da' trigoni HIE.EMF si ha Ht=-^: quindi 
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Sì costruisca un quadrato d 1 tale che stia 
d* : c 1 :: ab : a ( Geoni.' ) e l'ipotenusa V^H-d 1 ) 
diminuita di b sarà ce. La Cenni* direbbe : de- 
scrivete il trigono efd slmile ad EFD ed 
—lab-i-c^ ; prendete FH—FG=fe ed HD sarà se. 

§. i58. Probi. 4-° Dato di grandezza e di po- 
sizione il circolo AEBF (F.'iS), un pania D 
nel diametro ACB , e l'angolo ODE fallo dal- 
la corda EDF, descrivere un circolo che tocchi 
{ ànzidetta corda, il ser/tmento DB e la circon- 
ferenza del circolo dato . Soluzione . Il centro 
del circolo richiesto dev' essere nella retta DL 
che bipartisce V angolo BDE , perchè supponen- 
dolo in G, se si conduce uu raggio ai contatti 
O , M , ne nascono i trigoni ortogonali eguali tra 

loro, GOD,GMD, ove GDO=GDM. La DL 
e la circonferenza AEBF essendo linee deter- 
minate , tal è necessariamente il loro incontro 
/ (*) : si può dunque supporre nota la DI; ma 
condotta la IN perpendicolare a CE , nel trigo- 
no DIN, ove si conoscono gli angoli e l' ipote- 
nusa , si possono calcolare i cateti (i i3) : dun- 
que può farsi DN=a, lN=b . 
Sia CD=c, CB=r, CM=t , GM(=GH)=y , 
e si avrà CG ossia (r-yf^x'-*?* , 
cioè x*=r -ary : dalla proporzione 
ZW(=a): W(=b) V. DMf^=x-cy. GM=^~=y, 
e sostituita questa espressione d'y nella superio- 
re equazione in x ,y ottiensi 

H Vtdrtmo ir. poco che ptr oneste lipuhioM del punto / 
batta eoa biaut rifusione della DL con quella dei duo 
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Geometrìa di situazione . 



De punii e delie rette in un piano . 

•S- 160. Un punto M (Pi 7. Tav. IL) è co- 
stituito in un pffmo n condotto per esso, se si 
conoscono le rette MO<j=x,) ,MP(=-y,), rispet- 
tivamente parallele a due assi Ax,Ay, dati di 

pongono rettangoli. Infatti il MO fa conoscere 
la retta eguale AP , come la MP determina la 
sua eguale AO , e l'incontro delle parallele, una 
per P ad Ay, l'altra per O ad Ax, coincide col 
punto di cui si tratta. La 1.' delle coordinate 
AP, PM, è Yoscissa del punto M, la a.' n'è 
l'ordinata, e perchè insieme costituiscono la si- 
tuazione del punto M, si assume come idoneo 
simbolo del medesimo il sistema \x~x l ,y=y l \. 

Chiamando 6 l'angolo che la retta Ar fa con 
'Ax , qualunque ordinata MP{=y) sta alla cor- 
rispondente ascissa AP(j=x) come tan.8 ad 1 
(120) e però si li a j=tan 6.x che diremo ax; 
x=ax è dunque l'equazione di una retta che 
passa per 1' origine e fa eoa l' asse delle x l'an- 
golo noto fl . 

Se Ar si trasferisce nella situazione parallela 
Br" , alla stessa AP corrisponde l'ordinata 
TilP—MP^rNM=MP'+AD; per conseguenza la 
NP ossia y risulta =ax-A-AD , e bisogna cono- 
scere AD, che indichiamo per b, onde avere 
l'equazione definita y=ax-+b . 
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Traslocando Ar in DV si ha nP ossia 
y=.MF-Mnr+MP-AD' e fatto AD?=V , nini- 
fa y=ax-b' . La forinola generale esprimente la 
situHjrluiLO eli una retta in un dato piano, dove si 
concepiscono tracciati gli assi rettangoli Ax, Ay , 

è pertanto y^ax=tb {/) 

a è la tangente dell'angolo ch'essa fa con l'as- 
se delle ascisse, b il semmenlo dell' asse y ,Ay , 
semmento la cui posizione si distingue co! segno - 
se trovasi al di sullo di Ax . Suppongasi che il 

punto P cadendo allora in p, l'ascissa AP, dian- 
zi =BP~BA, diviene Bp-BA=-.-Ap; in conse- 
guenza le ascisse alla sinistra dell'origine A deb- 
ito state supposte quelle situate alla destra di 
A e viceversa . 

Divenuta -zo la x nella Br" , resta >0 la y 
finché ax<h; si ha y = o quando x= — -=AB% ma 
oltrepassato B risulta J'C-co) espressa dalla /Air , per 
qualunque valore AB'T>-AB, giacché facendo Bt=( 
cioè x=-{~ — ht) si oltiens y=b-a{^— l-i)=~al . 
Ciò dimostra la necessità di dare diverso segno 
alle coordinate che procedono in una direzione 
opposta. Nella D'r' si ha y= 0 quando aa:-i 
Hvanisce.il che succede nel punto 7 dove x=~ 
cominciano le y negative quando x diviene : 
«vanita la x io A, la y coincide con Aiy=-I>' , 
ed in seguito il negativo valere delle J va inde- 
finitamente crescendo . 

1E 
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Fatto 6=0 in (r) la Br divieti parallela ad Ax 
ed ha per equazione y~b: basla concepire che 
la distanza b=AD successivamente diminuisca, 
per vedere die y=o rappresenta l'asse Ax; in- 
tatti non evvi altra retta, eccettuata Ax , le cui 
ordinate sten tutte nulle. Così x : -d esprime una 
retta parallela ad Ay, e da essa distante della 
quantità lineare d: perciò x—o è il simbolo 
dell' asse Ay . 

L' equazione y^-ax a quindi anche y=ax=kb , 
esclusivamente si riferisce ad una linea retta , 
perchè ax=y equivale ad xiy'.'.i :a; e questa 
proporzione significa che sta 

AP-.PM :: AQ: QR :: ec. :: i:a, 
cioè che gl'infiniti trigoni APM , AQR ec. so- 
no simili, e la somiglianza esige che AM, MR,ec. 
si travino nella stessa direzione . 

§. 161. Per adattare il generico significato del- 
la formola (r) a qualunque siasi caso particolare, 
bisogna che la retta da esprimersi soddisfaccia 
a due note condizioni, atte a costituirne la si- 
tuazione : tali sono per esempio queste : 

I. Che la retta proposta passi per due pun- 
ii dati: 

II. Che poi.fi per un punto e faccia un data 
angolo con una retta assegnata : 

III. Che passi per un punta e tocchi un cir- 
colo dato di grandezza e di posizione: 

Sieno x, , y, le note coordinate di un punto : . 
x lt , y /f quelle di un altro , e si vedrà che le 
condizioni del numero I. suppongono verificate 
l' equazioni l 
y,~ ax t -iò; v (/ =a.r,,-i-i>; 
Ma trattando a,b come insogni te , ottiensi (64) 
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Dunque la definitiva equazione della retta è 

y-rH^f?-*') • - • CO 

Se una retta Br' dovesse passare pel solo punto 
C^/jJ/) si avteo,) ero l'equazioni 

y^ap+b,, y l =a l x l -+h l . . . . (rj 

e quindi y-y^/x-xj (2) 

"equaz. dove a, è indeterminata , perchè infinite 
sono le rette che possono condursi per un dato 
punto ■ 

§. 162. Dato ACB (F." 18. ) , angolo ohe una 
data retta Ar fa con la retta Br' , e dato un 
punto M(x t ,yJ) per cui questa passa, si ha 
i'eq. (a), ed in essa è a, tangente di un angolo 

noto, perchè xBr'=xAr-+ACB , dove xAr è 
l'angolo la cui tangente a si suppone data nell' 
equazione y=ax-t-b spettante alla retta Ar . Re- 
sta cosi determinata la retta mediante le condi- 
zioni del n.° II. 

L' angi)Io ACB può essere =0.° ed "90°. : 
nel 1.° di questi due casi le rette Ar , Br' sono 
parallele ; sono perpendicolari fra di loro nel 2.° 

Nel 1.* caso è xAr^xBr 1 e però a=a / , . . (5) 
Nel 2. 0 la Br' trovasi nella situazione B'r" e si 
ha xB'r"= yo'.-^xAr ; e perchè (126) 

risulta tan.xB'r", che diciamo a t , =-~ , cioè 
aa t -+i=o ... (4) Le condizioni da cui dipanda 
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the due rette (r) , (r,) sieno parallele o perpen- 
dicolari fra loro , sono dunque respettivamente 

§. i63. Se due rette s'incontrano le coordina- 
te dell' intersezione sono comuni, e vi è per con- 
seguenza un valore A' x,y che verifica nel tem- 
po stesso ambedue le loro equazioni (r)>.(0 : 
viceversa, la coesistenza dell'equazioni anzidette 
suppone l'incontro delle rette da esse rappresen- 
tate; e tal punto si determina ricavandone 




Dicendo r,r, l'angolo dell' incontro si ha 

tan.r.r,=tan.(r,.x-r.ar)=i=^- ... (5) 
forinola che comprende come casi particolari 
l'equazioni di condizione I, li, sol che facciasi 

r t -x—r.x per la t/j r / jcs=gH"-+r.x per la 2." 

Quando le tangenti a, a,, esistono quasi esat- 
tamente nelle tavole, la differenza de' respettivi 

angoli da subito r.r / . Se vogliasi per esempio sa- 
per l'angolo sotto cui s'incontrano le rette 

y=x-±i ■ . ■ ir); ^0,3556*^5 . . . f>,) 
siccome i è =tan.45°. e o,33362=tan.i8°.27' , 
trovasi 7vy=45 0 .-i8°.37'=t26 c '.o3'. 

%. 164. La distanza di due punti M, m (F.* 18) 
si ha per mezzo delle coordinale ortogonali ed è 

^OVJfJ^K*^*] ■■■■(?) 

perche il cateto Ma è ^Ap-AP—x^-x,; ['al* 
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tro mn=mp-MP=y // -y / . E siccome ¥ equazioni 

yj=ax f ~+b, y JI =ax /i -+b 
danno y^-y^a (x M -xJ) si ha pura 

M«)vW ... ( 7 ) 
Easta fare x t =o per avere in fcsa^/YM-Ò" — 

V espressione della distanza che passa tra l'origine 
ed un punto dato nel piano degli assi . 

Sostituendo ad m un punto qualunque (x,y~i 
si ha dalla forinola (7) i-*=)Vi-w a . Dun- 
que l' equazione y-yf=a(,x-xf) equivale ad 

V— "^--i-)' ,e però anche al sistema 
J Vi-t-a* 

\y=*a>kvy l , *= 0 *^+« / j dove fc-^i^, 

§.,i65. La retta che passa per {x,,yì) ed in- 
contra ad angolo retto l'altra y=ax-+b, ha per 
equazione (162) 

Dunque il loro incontro è dato (i65) dal sistema 
x= ^-iy,-i) t yc j^r>* i t e perchè 

x-x / —a?.*(y l -*ix f -b) , y-^r^iy r ax r b') , 
mediante la forinola (6) si ha la lunghezza del- 
la perpendicolare p , tirata da (x l , yj sulla ret- 
ta r, cioè p=X(y r ax^h) ; forinola ohe si ridu- 
ce a p=-W quando il punto ' dato (x, , yj) è 
nell'origine. 
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Amcoto II. 



De punti e delle rette nello spazio . 

5- 166. Uo punto è determinato nello spazio 
quando si ha la sua respettiva distanza 
MM'^a, MM"=b, MM"'=c (_¥.' 19) da tre 
piani ortogonali noli di posizione, xAy,xAz, 
yAz; così esso equivale all'intersezione di tre 
piani paralleli ai respettivi piani coordinati, uno 
distante da xy di MM' , l'allro da xz di MAI'', 
il 3.° da yz di MM'" . Tirate per M' Je M'P, 
M'Q, perpendicolari ad Acc, Ày, e eonttiunto 
P con Ai", alle due distanze MM" , MM" si 
possono sostituire AP(~x) , PM'(=y), e facen- 
do M'P(=i) , si ha per esprimere la posiziona 
di un punto M dato nello spazio, il sistema 
[x=a , y=b , z=c] . 

La x-=a indica un piano parallelo ad yz e 
cosi delle altre. Nella pratica architettonica ogni 
notabile punto di un edilizio si rappresenta con 
due projezioni , una orizzontale M 1 , l' altra ver- 
ticale M" : ciò suppone cognite le tre distanze 
di cui sopra, perchè M' dipende da AP e VM , 
M" da AP e PM"(=MM'), ma si ha il van- 
taggio di una comoda esecuzione. Il disegno for- 
mato dai punti M dicesi piano geometrn/e ; quel- 
lo che risulìa dai punti M" profilo se interno, 
elevazione se esterno all'edilìzio. 

La grafica determinazione di una retta si ri- 
duce a quella di due de' suoi punti . Sieno 
(F.'prec. ) M" , N" le loro projezioni verticali, 
M' , A? le orizzontali, e le 
M"N" . . . (_x=az^) ,M'W ■ ■ ■ (j=cx-wy) 
costituiranno la situazione della retta: alla M'N' 1 
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può sostituirsi la 2,* projezione verticale in yz , 
la cui equazione y=bz-+p . Due projezioni por- 
tano dunque seco loro la 3.' . Noi adopreremo 

) x= az-f-a , y=bz<±$ j R 

L'equazione di ciascuna projezione è simbolo 
del piano progettante. 

Eliminando dal sistema R la z si ottiene la. 
3.* projezione y=cx— . 

Si ha l'incontro n della retta con xy prolun- 
gando N"M" in m, indi iV'iW sino alla perpen- 
dicolare alzata in m nel piano ~cy all'asse Ax . 
Un punto che debba trovarsi in una data ret- 
ta R resta determinato per mezzo di una sua 
projezione per es.° x=a,z=c , perchè se ce ha 
una 2.* cioè z=c,y=6c-+(3 . Se il punto dev'es- 
sere in due rette date si costruiscono le loro 
ptojezioni, ed i punti ove queste s'incontrano so- 
no (e projezioni del punto . 

J, (67. I termini «,(3 nel sistema il rappre- 
sentano le coordinate AB, BD ( F." so ) del pun- 
to Din cui la retta EH prolungata ,( retta di 
cui DK è la projezione orizzontale, BL la si- 
mile projezione della BC ) incontra il piano .xy : 
i coefficienti a ,b sono le tangenti degli angoli 
fatti dalie projezioni verticali BC , FG con Az. 
Infatti BP-.MP (ordin.) : : taa.BMP: 1 , 
BP=AP-AB=x-a. , MP=z ed x-st=tm.BMP.z t 
mentre la i." delle R dà x-ce=az. Dicasi lo stes- 
so per FG. 

Conoscendo a, b, a, (3, basta dare due valori 
ad x, e calcolare col sistema R le y, z: l'estre- 
mità delle coordinate corrispondenti y t , z/, y u , z /; , 
determina la projezione di dne punti della ret- 
ta R e perciò la retta stessa . 
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J. .68. Sieno i punti Mix, y> z),m(*,<rn*,Ò 
(F. Congiunte le prelezioni m\M si li- 

", pe L^ 3 P arallela ad "<'^'> <-ìie incontri in 
rUMAf; per W l'ordinata M'P e per m' la 
m O parallela ad Ax , che tagli in O la M'P . 

Siccome mrAfcir si h a la distanza mM ossia 

J^V^fflr-H-Ttf^] ; e perchè 

mr=m'M'= V [aTO^-mPo 

Mr^z-z,, M'0^y~y / ,m'0^x-x,, risalta 

t=*/[(.X-X l Y-*.{ r -y i y+Q [r -Z ( ) »] (8) 

Se m cade in ^ è faVCr"-^^*) . 
Emendo » « l'incontro della Afm enn j-v, 3 l'an- 
golo eh ella Fa con !a sua pozione, si ha 



n'M' 



)s.B 



formola ^ quando Mot è perpendicolare ad rv, 
perche qualunque sia la sua lunghezza, la po- 
zione orizzontale è la stessa . 

S- 169. Per rapporto ad una retta R che pas- 
sa per zj 

si ha Xx^az^a^p^bz^X R / 

o però ìx-x^aiz-z^^-y^biz-z,)'- . , . H~B 4 
dove a, b sono coefficienti ìndeteriu 
Se passa anche per (x ,y ,z ) 

La differenza delle R t , dà 



e so*tituendo i 



il *i ottiene 
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In vece del sistema R-R t può adoperai 



un altro, talvolta utile. 

Sostituito l'equivalente d' x-X, e i'y-y l nella 
forinola (8) ( §. prec. ) si ha *=<&-z < y(i-Hi a -+A a ) 



è il sistema richiesto . 

§. 170. Se la retta [x=a l z-i-ii l ,y=b l z-+$ J \...R' 
è parallela ad R, condotto un piano P per en- 
trambe, ciascuna equivale all'intersezione di un 
suo piano projettante col piano P . Ma i piani 
prnjettanti, relativi ad uno stesso piano coordi- 
nalo, non possono incontrarsi se ciò non avven- 
ga delle rette a cui appartengono , e però sono 

Ìiaralleli. Dunque (Gecm.') parallele ■ sono tra 
oro le intersezioni degli anzidetti piani proget- 
tanti col respettivo piano coordinato, tali cioè si 
le projezioni orizzontali che le verticali, delle 
rette proposte , e però se R, R' sono parallele 

eesi (no 

Supponendo data la retta R, l'equazioni della 
parallela , cioè 

[jc=0ZM-a,,y=iz-i-(3,,] .... (9) 
contengono le indeterminate ma queste sì 

eliminano obbligandola a passare per un soli* 



che diremo 



(«yi, ed 
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punto, poiché l'equazioni fg) combinate con 

riproducono il sistema R-R,; con la differenza 
che ora i coefficienti a,b sono noti. 

§. 171. te du.' rette R,R' i incontrano vi è 
un puuto in cui hanno comuni le coordìaate: in 
ev.o coesistun dunque i sistemi che le rapprt^d- 
tano: ma eliminando con qursii x,y,Z, si ot- 



lina («-»,) fl2-/3,) <»-». )(«-«,)... (IV) 

lìitnnin* *p 1p ri'tlf» H . H' ì inriiri'r^iio i1i>p 



Dunque *e le rette fi , H' %' incontrano dee vo- 
rifiraisi il criterio (IV). 

La propostone reciproca ■. dimostra ricavan- 



Z=~j^ da quelle in , ed osservando che il 
criterio addotto rende identiche le precedenti 
espressioni, ed insieme quelle del respettivo va- 
lore à' x e d'y, proveniente dall' equazioni 



Bastano tre dell'equazioni R , R' per determina- 
re le coordinate dell'incontro, cioè 



come ciascuna delle x,y,z risulta infinita, le 
Tette non s'incontrano giammai, vale a dire che 
sono parallele ( g. pree. ) . 

%. 172. Conoscendo le rette R, R' si conduca- 
no per l'origine le rette 
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/ \x=ùz,y=bz\,<.x~a'z,y=Vz\ . . ■ R a 
parallele alle precedenti. L'angolo di queste è 

uguale all'angolo RH' delle rette proposte se 
queste prolungate s' incontrano . In caso diverso 
esso equivale all'angolo fatto dalle projezioni de^J- 
le rette stesse su di un piano parallelo ad en- 
trambe (*) e tale appunto è nel caso di cui si 
tratta la misura della reciproca inclinazione del- 
le rette date . 

Ciò posto, prendasi su ciascuna delle R a un 
punto distante dall'origine di una quantità — l, 
esieno (x„ y t , »,) , t* u ,J„. *„) ; divisa'! pun- 
ti. La loro distanza è ( 178 n. Il) =2sen.£ ti.ti , 
■e se sì concepisce una sfera avente il centra 
nel!' origine ed il raggio =1 , si ha 

Le prime e le seconde respettivaraente danno 

a t ' 

a, ■ 

Ma Af^=V , (^^*-+Cr^ a ^C^-«) , C 5 44>= al!e ' 1 ' ifl - A ' ' 
e sostituendo 3 (i-co3..fl fl') per 4sen. a a fl./l' 
( ia5 form. (!) ) si ritrae 

il f Uno di c»i ii »«« . 
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Dunque i«Ji\ = - 7 _ .... (io) 

Le rette sono rettangole quando cos.ii.A'=0 , 
e ciò dipende dalla condizione 

i-+oa,-+fi*=o .... (V) 

§. 173. Si concepisca un romboide rettangola 
af (F.* 21) e si ponga g/u=l> , eh— a , 0/1=1. Ti- 
rate le diagonali ca,ce,cg,ch, (=it)> E ' ^ a 
trigono ach rettangolo in a , 

cos.cfia ossia CfU.R.zf~-l t \~~ r , L — ™: 

Dal trigono egn. rettangolo in g. 

Dal trigono ceA rettangolo i 



Facendo aA=c le respettive forinole precedenli 
si cangiano in 

c i a_ 

Due dì esse, per es,° le due prime , fatto c=i,danno 
fc=^f a=~V(i-cos. 1 ^z-cos. :l %)C=— 

Dunque due degli angoli R.x, R.y , H.z , e la 
specie del 5." bastano per determinare la posi- 
zione di una retta [x=az,y=bz\ . 
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Articolo III. 



907 



De! piano nello spazio . 
5. 174. Sia data (169) ' a retta 

e sia x-x^afa-z}, y-y .... (1) 
Se i-baa^bb^o (171) la a-" è perpendicolare 
alla 1.'; ma eliminando a t e b t fra l'anzidetto 
criterio ed il sistema (1) si ottiene 

ax-*-by-\-z=c (11) 

dove c-=ax t -b/iy— z_ ; e tal' equazione , siccome 
indip .udente ila u ( , b ., si riferisce a tutte le 
perpendicolari condotti? per {x, , y, • alla ret- 
ta /, ed il siftenia di tutte le perpeudii ul.ìrì 
prillili on.tituisce un piano: dunque I' equazio- 
ne (ri) è il «mhalo di un piano. 

Quando c—v. il piano pana per l' orìgine per- 
chè all'ipotesi x— O ed y=n corrisponde z=u. 
l'rir,.-uul.'nJo d.ill ev.in. .: .:nza di c, la sostitu- 
zione di zeni per x e per y da Z~C , ordina- 

Ciova alla simmetria ed a qual-he ripiego ana- 
litico rappresentare il piano con T eq. 

Ax-hBy~+Cz-bD=0 P 

Cosi 1' ordinata all' origine è - — . 
L'equazione P determina un punto del piano per 
mezzo di una projezione del medesimo . 

Le intersezioni di un piano coi piani coordi- 
nati diconsi tracce, e si ha 1' equazione di cia- 
scheduna facendo in quella del piano proposto 
eguali a zero una dopo l' altra le x , y , z . Cosi 
X=0 dà by-+z=c , cioè la traccia CD? , (F." ai) 
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so8 

dove lan,^ZyC=-A=- j-. 

Dall' ipot. y=o deriva ax~i-z=c , cioè la CD 

e si ha tan.v4DC=-a=-_£. 

§. 175. I coefficienti necessari essendo tre, al- 
trettante condizioni bastano per costituire un 
piano. Dati per es.° tre punti per cui debba 
passare, non si ha che da sostituire in (ti) le 
respettive coordinate per ottenere tre equazioni 
analoghe , atte a determinate a , b , C (*) . 

Un piano è altresì costituito mediante una 
traccia e l'angolo che fa col piano coordinato su 
cui la traccia esìste : sia DO la traccia data 

ed ADD'=a\ per un punto // della DU si 
concepiscano le HG , HE, perpendicolari alla 
Diy , la 1.' in xy. la a." nel piano CD0 , di 
cui vuoisi l'equazione per mezzo degli elementi 

ADD^a, EHG=$, AD=y . 

Siccome tan. CDA=a abbiamo EG=a ed 
£G=tan.|3 ; ma due tangenti trigonometriche 
uguali , in circoli diseguali , stauno in ragione 
inversa de' raggi: dunque 

o:tan.|3 :: HG(=sen,a) :DG(=i) 
ed <i=sen.«tan.f3....(ii) 
cosi trovasi b—cas.a tan.(3 . . . . (i3) 
Per appurare c s'immagini il punto C^ / ,J / |Z,) 
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in I, intersezione delle DL , D'M, respeltive 
parallele ad Ay , Ax, e siccome risulla 

z,=0, a:X=/4Dj=j', yX-^D'^tan^)^, 
si avrà c=ay-+&y, . 

Si ha pure 

tan,ai=-^ed eliminando a tra le (is), (i3), 
§. 176. Il paragone delle tracce 

{*=77-t. ^r*i} ••••04) 

con le omologhe projezioni 

[x=at-ix l -az i , y=is-i%--iz, ] . . . . 
della retta /.retta d'altronde perpendicolare al 
piano (11), dimostra [1S2 for. (II)]: che quan- 
do una retta ed un piana sono perpendicolari 
fra loro, tali pur sono le tracce dell'ano e le 
corrispondenti proiezioni dell'altra; e viceversa. 

Per assicurarsi della proposizione reciproca av- 
vertasi che le tracce (ify determinano il piano 
individuale (1 r) (giacche due rette che s'incon- 
trano equivalgono almeno a tre punti, non si- 
tuati in linea retta) e che le projezioni 
esclusivamente si riferiscono ad una retta de- 
terminata (1G6) . 

Sostituita l'eq. P alla (11) le tracce 04) si 



8 x= S-z-— ~s-— 
Dunque affinchè un piano P ed una retta R 
sieno perpendicolari deesi avere 

[A=aC, B=bC].... [VI] 
e V equazione del piano perpendicolare ad R è 
ax-vby-±z- [ ■ " ~0 . 



Posto uh' esso debba passare per [x,, y,, Z,] 
sussiste anche 

e sottraendo questa dalla prec. si ritrova I' eq. 
[il], il che facilmente si spiega. Si ha l'incon- 
tro di una retta R e di un piano, determinan- 
do x ,y ,z, mediante il sistema dell' eq. 1 R e [i i]: 
quindi la distanza fra l'incontro suddetto ed il 
punto [SvtJVzJ [l$8] for. (8). Sostituendo-^- , 

per a, b nella forinola [io] del %. 171 , RR' diviene 
complemento dell'angolo fatto da R' col piano, 

che diremo R'.P, Dunque 

senR'p— Aa,-+Bb,-+C , g . 

$. 177. Due piani sono paralleli quando tali 
sono le loro tracce omologhe su due piani coor- 
dinati [ Geom. ] Dato un piano P, per determi- 
narne un altro parallelo 

A'x-+B'y-+C'z-+D'=Q P' 

e" soggetto a passare per [^,7,,z ( ], deducasi 
dal confronto delle tracce omologhe 

< Ax-*-By-t-D—o , A'x-^B'y-t-D'^o , > 
<.By~+Cz~^D=o, fl'/4CWD'=c,> 

' ;nbolo di un piano parallelo a P sarà 

j-{Ax-+By-¥Cz\+D>=o t ossia 
c->rBy-*-Cz-+D"=0 , dove D"(=~j 
n.° indeterminato. La differenza dell' eq.' 
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~{ Ax-¥By+Cz]-+D'—o, 
§-[Ax,~+By l -ì-Cz,]-+D's30 
dà quella del piano richiesto, cioò 

Ax-vBy-vCz-^Ax^By^ Cx^=o .... (*) 
Eccone la costruzione. Se si conoscesse il pia- 
no richiesto N'NN" (F.-^) tirando pel dato 
punto P la parallela ad NN' , questa sarebhe 
noli" anzidetto piano, ed incontrerebbe la traccia 
NN" in un punto Q' , situato nel piano orizzon- 
tale condotto per P . Dunque 
VQCpep. ad Axì^P-HCp^- ««■ «>p.)=PP'(dùl.fr* Ptdxy) 
Quindi QP' parallela a Q'P e però ad MM' . 
Fin qui l'analisi. Invertendo l'ordine si tiri per 
P' , projezione orizzontale di P, la parallela ad 
MM': il punto Q in cui essa incontra Ax b 

noto, perchè QP'B.—\*--P'QR=hr-M'Mx . Si ahi 
la verticale QQ'=P'P; per Q' si conduca ia 
N"N parallela ad M"M , pel punto N dov'es- 
sa incontra Ax, la NN' parallela ad MW, e 

$. 178. Se il è parallela a P , la retta 
[ X—az , y=bz ] parallela ad fl, coincide col pia- 
no Ax-+BY-^àz=a parallelo a P , e la risultan- 
te Ca J 4-+ÈB-+C>=0 , che si ottiene eliminando 
x ed y , dee riferirsi ai valorijdi z comnni alla 
retta [x=az,y=bz] ed al piano Ax-¥By-¥Cz=a : 
ma il n.° di tali valori è indefinito e la risul- 
tante anzidetta, necessariamente di 1.° grado, non 



(*) La sola condiiion» (li dover pjsiart per conduca 
alla itosH tq-. III ì cotEicianti J' T , / , E , lioilngon» in 111 
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può darne che uno: d'altronde non v' è ragione 
per cui ella ne porga piuttosto uno che un altro : 
dunque non può darne alcuno, e dee comparire 
sotto una forma insignificante, qual' è 0Z- 0 , e 
perciò deesi avere aA-+bB-±C-Q . . . (Vili}. 

Tal è il criterio del parallelismo tra una ret- 
ta ed un piano. 

§. 170. Per un punto dell' intersezione de' pia- 
ni P,r si concepiscano le rette H,R', cioè 

perpendicolari ai respettivi piani suddetti, e ta- 
li per conseguenza [176] che sia 

A=aC,B=bC; -4,-a,C,, Bjs&fi,. 
Fatte le sostituzioni nella formola [10J del §. 173 , 

relativa ad R.R' , angolo equivalente [ Gecm. ] 

a pjf» , si ha 

„ rf AA.-+BB.-+CC. . . 

Se AAf+BBf-iCC^ o... [IX] 
i piani s'incontrano ad angolo retto e vicev. 
Affinchè i due piani precedenti ed un 3." 
A,/c-+B,j-+ C„z-t-D„=0 
sien' ortogonali deesi avere 

AA^BB^CC, =0 
AA^BR^CV,, =0 
A^^Bfi^Ofi^o . 
Qualora F* coincida con xAy è D=o,Z=o, 
e perchè l'eq. residuale A/c-t-BjY=0 dee veri- 
ficarsi qualunque sieno x,y, risulta J ^,=o,5 / =0, 

0 " f, ^ «Jw) ' 
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Dunque j COafita = --__ 
e08 ,p~ = ^ 

e però oos. s / , .^-hoos. 2 / , .^-H)0!. a / J .7;=i .... (ifc) 
come [175]. Infatti , se per l'origine si conduce 
un piano parallelo a P e poi una perpendicola- 
re allo stessa piano P , i respettivi angoli 

P.%, P—*, P.T*, coincidono con qnelli che la 
perpendicolare fa con Az, Ay, Ax . 

Posto S.xy=A è Scos.5 la proiezione di una fig. 

Sana 5 in xy , proiezione che diciamo P, (*} 
unque 

(c03. a fl-FCOS. fl fl'~HCOS.*fl") 

ossia S^/^-t-P^-t-P*, vale a dire: 

Teor. Che il quadrato di una figura piana 
(cioè del n.° esprimente quante unità di misu- 
ra essa contiene) eguaglia la somma dé quadra- 
ti delle sue projezioni su tre piani rettangoli . 

CAPITOLO V. 

Teoria, de' poligoni rettilinei. 

La teoria de' Poligoni rettilinei è uno de' pi fi 
eleganti e fecondi rami della Geometria elemen- 
tare, ed esclusivamente costituisce una semplice 
e diretta intrpduzìoiie alla Geometria trascender 
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te e sublime: quindi è che ci propaliamo di 
trattarne in questo luogo, ma per non oltrepas- 
sare i limiti prescritti all' indole ed all'estensio- 
ne del presente libro, ci ristrìngiamo alle sole 
nozioDi che meno sì discostano dalla sfera di un 
Elemento ■ Chi desidera una più ampia discussio- 
ne può consultare la memoria citata ( pag. iSa.) 

Articolo I, 

Nozioni , e formale fondamentali . 

$. 180. Essendo 1 , a, 5. ... 11 ( F." xS ) una 
serie di punti esistenti in un dato piano, ed 
x, y le coordinate di uno , il sistema di tut- 
ti gli anzidetti punti, e perciò il poligono aven- 
te in essi i respettivi suoi vertici , resta deter- 
minato per mezzo di due equazioni della forma 

equazioni il cui 2.° membro equivale al termi- 
ne generale di una data serie e si cangia in 
f — ,9 — , quando il numero m de'latì compo- 
nenti il poligono è assegnato, nel qual caso n in- 

È chiaro che in f.Q , debbono contenersi , 
ove le circostanze lo comportino, gli elementi 
di posizione , come , per esempio , le coordinate 
del centro di un poligono regolare; e che vi si 
debbono trovare altresì le rette caratteristiche , 
cui si dà it nome di parametri, qual'è il raggio 
del poligono sopra indicato. 

§. i8j. Quando il sistema de'puntì è rientran- 
te non si può continuare il progresso da un ver- 
tice all'altro senza ripassare per uno stesso ver- 
tice; vale a diro che si debbono incontrare due 
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al5 

coordinate JVhi^^i coincidenti con y n , x a -,e 
ciò suppone l'esistenza di un numero i che ve- 
rifichi 1' equazioni 

indipendentemente dal valore di n . Si elimini 
dunque n , e se la risultante ha qualche risol- 
vere reale intiera, il sistema sarà rientrante, 
cioè composto di un finito numero di termini. 
L'anzidetta equazione finale in x,y, si riferisce 
a tutti i vertici, qualunque nesia il numero, 
e perciò rappresenta la curva eirci'scritta ai po- 
ligono, che supponiamo .di m lati e diciamo 
m.'"" (_*)'■ calva cne abbiasi il sistema 

' I W4-r=*ìl 

si ottiene con fare m=a> , purché si avverta che 
una quantità della forma ~ equivale ad una va- 
riabile finita . 

5. i8a. Passando alla ricerca delle principali 
formole , giova osservare primieramente che per 
esprimere la situazione della diagonale, condot- 
ta per li vertici (x a J„), JV*) , si ha - 
(161) V equazione 

y-y~*= ^*~ ^ (x-x„ ) . . . ( eq. di una diagonale.) 

Essa diviene quella dì un lato quando ì=I, 
e per comodo si fa 

onde I. . . . y-y n z=p-.(x--x B J ... (ecr. di un lato £ n ) 

(•) [ti me di poligono di m angoli, the li eoi fi" tiur» di 
pili angoli di ai angoli ■ 
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dove per ÌL(=.—} si può sostituire tan.fl^ es- 
sendo 9 n l'angolo fatto con Ax dal prolungamen- 
to del lato L* B . 

Notisi che dall' equazione tan.9, deriva 

li.... n'=j B V*^i-i-^^...{espres. della seg.) 

Ili pì^y/^- ■ ■ ■ (espress, della sottoseg. ) 

lV....Z B -\/(^ -+ÌyZ )...(espres.del bto/r™°) 
Dicasi k b l'angolo fatto dai Iati L B ,L n+1 , A il 
suo supplemento , e siccome 

« >i=fl -0 — W B 4,i si avrà 

V 

All' estremo n del lato L n ^_, si alzi la perpendi- 
colare e si prolunghi finché incontri Ax in T . 
I trigoni simili npr , nJl-l.S, danno 

VL . . . pra ^ £ .... (sunnormale . ) 

VH....«n=5VC(-4^J... (normale.) 

§. i83. Un principale oggetto della teoria dei 
poligoni essendoli conseguimento dell' equazione 
che ne costituisce la posizione e la specie, e gio- 
vando moltissimo nelle analitiche indagini ch'el- 
la sia sotto una delle più semplici forme, è ne- 
cessario procacciarsi i mezzi ontf effettuare alla 
occorrenza, con facilita e prontezza qualunque 
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tra si ora mento dell'origine e degli assi. Ognuno 
deesi rammentare quanto ci è stata opportuna 

l'equazione J"=tan.r.jc.j; della linea retta (1G0) 

in preferenza della generalissima y=^ — -^-x-*-b , 

che (itti Lu si rapportando la retta a due assi obliqui, 
e supponendo 1' origine fuori della retta stessa . 

Seno Al, Au ( F.* 26. ) i nuovi assi 
AN(=t) , MN(_~u) le nuove coordinate: condu- 
casi NQ perpendicolare, Nn parallela ad Ax , 



AQ=icou.x, Nn(=QP)=ucos.u.x 
}VQ(—nP)~lsen-C.x, Mn=useo.u.x : 



x=&+icos . r.x-t-ocos. 



' \ si ; 

' I 



• Vili. 

_y=(3-+(sen J.^t-¥U%tn.u 
dove a,, (3 sono le coordinate della nuova 01 
Cangiando il solo asse Ax in Al e l' origina 

«ì ba «„z— ed 

{ j-_a-rfcos.f .x , y-^+l%znJ.x-^t} .... IX- 
dove l.i -1 bscO te l'originfl vnulsi in Ay--- O 
se in Ai., Per crdinario 1 prel '■ ' e * 
r«f.;i(ig"lf come le x , y, ed in tale ipotesi il si. 
starna Vili si ridare ad 



x- 3-t-feo9.(.j ■ usen j 



i.3E l 



(3-+£sen .i.x-t-ueos.f-.j: 
La trasformazione inversa, quella cioè per cui si 
passa dalle coordinate obblique alle rettangole,» 
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efiVuua dcducniJo dal re spettilo Astenia t ed u 
io x ed y . Per fare un ipotesi che ci sarà mi- 
te , supponga?! eseguita la tra -fai inazione 

j.: -tca&.t T-tucoìM-x ..(i):y=-ls<:M.x->-uien.'i.x .{2) 
la quali! noti !• allro die Un caso particolare dui 
sistema Vili, e vogliasi retrocedere all'equazio- 
ne in ( ed u . 

Deducasi (i)sen.u.:c- (a)cos.u.jc, indi 
(i)sen.Lr- (^cos.f.j; e si avrà 



De Polìgoni in generale . 

§. 184. Essendo (F. 1 37.) cp ,bq ,ar , perpen- 
dicolari ai respettivi lati di un trigono, d l'in- 
tersezione delle cp ,bq , i circoli condotti per 
a,p,q,d; per b,p,q,c, dimostrano 

pad—pqd—pcb— ^T-abc , 
cioè che ad prolungata incontra bc ad angolo 
retto : dunque 

Teor. 1 ." Le perpendicolari dai vertici su i lati 
ài un. trigono s iniersegaao in uno stesso punto . 

S. i85. Sia il trapezio abed (F. J 28) dove .il 
lato B si suppone parallelo al lato D, e condot- 
ta ae parallela a C si avrà da' trigoni abe , abe 
E*=A*-+B*-iABcoz.b, 
C*(^Z- :i )=A 1 ~+(B-D)z~iA(B-D)cos.b. 
Dalla i.'x(B-D) si tolga la a.* XB e si avrà 
E*={BC 3 -A :l D-+BD(B-D)\:(.B-D) ; 

Così f*=[a*b--c 2 d->-bd(,b-D)]:<;b-d) . 
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E però £ 1 -kF a =/4 a -4-C a -toB,D: dunque 
Teor. 2.° La somma dei quadrati delie diago- 
nali di un trapezio , eguaglia quella de' quadrati 
de' lati corner genti , più il doppio rettangolo dei 
para/leti . 

§. 186. Bipartite le diagonali ac,bd (F.°2g) 
in ;', /, sia èOc=fl, 

ac(=aai)=a£, bd(=zbr)=iF, Ol=G, Oi=H e si 
.4 a +(7"—G) B — z(.E-+H){F— G)cófc9, 

^ 2 -+fi ;i -HC a H-Da-^fia_ t . I J F i_ f 4(G 2 ~hff a -l-2 G.ffc06.fl) 

=(a£)»-t<aiO a -+(3'O a il che significa 
Teor. 3.° Che in ogni tetragono la somma dei 
quadrati de' lati eguaglia quella de'quadrati del- 
le diagonali, pià ti quadrato della doppia distan- 
za tra' punti medj delle diagonali slesse . 

%. 187. Congiunti i vertici 1, s , 3, ... (fll-i),m 
di un m. m con un punto C di una retta 
CD(=?R) (F." 3o) esistente nel suo piano, sieno 
Cf,C=p I ),C/' a C=^ 1 ),C/' 3 C=p3)...C^ 1 C^ ra _,),Cf m C-p n ) 
le respettive proiezioni delle rette 
Ci, Ca,-C5,... C(fn-i), Cfw),- sulla retta R : 
Avvertasi che la projezione di ^ , cioè 

^cos-^.fl, equivale a CP \-CP I (=-p*-pi): eh» 

la projezione di j4 2 (— ^^os.W^fl) coincide con 
CP^-CP^—p^-p^; ec. sino alla projezione di 
JJ^CPt'CP^Pi-p^, e siccome 
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Pi-P l -*Pì-pi-*-Pi-Pì-+Ps-Pi — -+Pm-P m - t -+ì>l-Pn 
è identicamente = O, si raccoglierà essere iden- 
tica l' equazione 

A,cos.A I .R-+A 2 cosJ :l .R~r- J 4 3 cos.A s .R...-hA m cos.A ni .R= a, 

Teor. 4'° Che la somma dette proiezioni desia- 
li di un m.* 8 , sopra una retta data nel suo pia- 
no, è =o (*) 

§. 188. Condotte da un punto P (¥.' 3i ) nel 
piano di un dato in.* 1 le rette è\ , . . . $ m ni ver- 
tici a t , a 3 ...a m , ed al punto medio dei lati 
■di , Ai , ...A n le rette «, , * a , , si ha 

Quindi **-4^*-3«*=i^* , 



ì*) <Vw< {Crtw.. if« Pn.it J, tlt. | * panilo di on priucipl» 

In uscio; un pnaafmt, par KOMftt^pva coulidM ™ra 
■n <roÉor,s. Oli sì potubbe dimandi» peitlié un jolo <«iiics 
del pent.gcno hi il pr i,il ts io di cui li [ratta .'" 
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cT 3 ^'-j/ =Ì A l_,> 

—ti -a* ; e sommando; 

i '-^a-^a »--lj ,! '-<*'-W ( *- wl 3 - "+**>=K^"- + ' 4 *- V ^3 - "+.«4*) 
§. i8g. Trasportando P ad una distanza ft dal 
piano dell' m."; il quadrato di ciascuna delle $ 
e delle a si accresce di h 3 : perciò 

Teor. del conte Fagnani . La differenza ira la 
somma dei quadrali delle rette, che uniscono un 
punto dello spazio coi vertici di un tn.*8- , e la 
somma dei quadrati di quelle che dal predetto 
punto vanno alla metà de' lati, equivale al quar- 
to della somma de' lati , innalzati ciascuno al 
quadralo : (*) 

A KT ICO LO IH. 

De' Poligoni circoscriiiibili e degl' inscrittibili 
al circolo . 

$. 190. Dalla formola ^04 a nl > ta ) cne 
anche la Geometria speditamente soraminiitra (**) 
si deduce 
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Teor. 6.' Che due trigoni inscrittibili in uno 
stesso circolo stanno come i prodotti de' loro la- 
li rispettivi , e se questi prodotti sono eguati , 
stanno in ragione inversa de' raggi dei circo/i 
circoscritti . 

%. 191, Inscritto il circolo ad un trigono e 
condotto il raggio r" a ciascun contatto, si ha 
S=i(A-±B-i-Cy'=pr" ■ perciò 

Teor. 7° Due trigoni circoscritti ad un circo/o 
stanno come i loro perimetri; e se hanno il pe- 
rimetro eguale stanno come i raggi dei circoli 

§. 192. Dicasi 2 j, l'arco sotteso da'lati^,,^ 2 
di un 2m. a e; 2j 2 quello ch'è sotteso dnA 3 -+A. it ec. 

r J 1 I .A sF =ir-3 l iA 3 .Àt=*-32iA s .A s =^r-i 3 i 

e perciò 

X v A a ^A 3 .A ir TA s .A ( ,'.--+A, m _ l .A„=mT- r Si-+s a . . . -w„) 
Ma' 2j,M-af a .,.-^35^=3^ : dunque 

Teor. 8.° In un zm.zg inscrittibile la somma 
degli angoli interni alternativi è =(m-i);r. 

§. Chiamando s',s" ec. gli archi sottesi 

da' respettivi lati Ai,A 2 ec. risulta 
t:\Ai 1 :sen.ls'; r: y. 1 :sea.is"; ec. quindi 
A a-1 :A K :: sen-li 1 " - ' 1 : sen.ij'" 1 , e però 

Teor. 9.° Due lati contigui di un poligono in- 
scritto stanno fra loro come i seni de' respeuivi 
semìarchi che sottendono . 

§. 1 94. Considerando la respettiva eguaglianza 
fra'semmenti di due lati contigui'di un am."* cir- 
coscritto si scuopre . 



Digitized by Coogk 



Teor. io." Che in un zm.'S circoscrittibile la 
somma de' lati alternativi è uguale . 

§. 195. Congiungendo i vertici di un m."s col 
centro del circolo inscritto , e paragonando cia- 
scun trigono col settore corrispondente, per es." 
( F/ 5i) CBD con ChAi, si scuopre essere 
tri. CBD:$elX. ChAiV. BD.:hAi ; dunque 

Teor. ti. Un m.'g ed il circolo inscritto stan- 
no come i loro perimetri . 

§. 196. Decompongasi un m. tin > circoscritto al- 
la sfera in in piramidi, aventi il vertice nel cen- 
tro e si verificherà . 

Teor. 12.° Che un m.' d e la sfera inscritta 
stanno come le loro superficie. 

Questo teorema presenta nell'aurea sua sem- 
plicità uno de' più insigni principj geometrici. 
• perchè sostituendo il cilindro all'in."* ottiensi il 
celebre teor. di Archimede, e se si sostituisce il 
cono incontrasi quello del P, Tacquet, forse non 
meno elegante e pregevole . (*) 

§. 197. Supponendo che un m. a $ ai il cui pe- 
rimetro p , sia inscritto al circolo , e che allo 
stesso i7J.<¥ sia inscritto un circolo e 1 , si ha ("94) 

m:c' y.p: circonf.c': 
Ma se fosse m:cY.p circonf.c, risulterebbe 

c'-.c :'. circonf.c' : circonf.c 
e tal rapporto è falso : dunqjie 

Teor. i5.° Un circolo ed un m.'s inscritto non 
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istanno come i loro perìmetri se all' m. a s. stesso 

§. 198. Posto che no m.** M la cui superficie 
P,sia inscritto alla sfera 5, e che allo stesso 
m.' dro sia inscritta una sfera 5', sì ha (196') 
MiS'y.P: superf. S' : ma se fosse 

M:S P: superf S, sarebbe 

S'.P S.P . , 

Ai— , — , cioè 

superf. 5 superi, S 

&:S :: superf. superf. S 
e tale rapporto è falso : dunque 

Teor. .4.° Una sfera ed un m. ld "> inscritta non 
istanno come le loro superficie, se lo stesso m."* 
sia circoscrhlibiie . 



simili e de' paralleli - 

$. 199. Posta l'origine in un vertice A comu- 
ne a due m. a s o " i ( F.* 35 ) se le coordinate 
x,x l ;y ,y, de' vertici n.'™ N, ri stanno nello 
stesso rapporto , onde si abbia 
y=ayi ,x=ax, , e però iy=aiy t ,Sx=aSx t (*) 

ì/(ìy*^x*)z^ì/tfy\-+tx*^ ...<a) ed L=a.l. 

(*) Supponsudo tht nel binomio oyM . do™ «■* ,ono quantità 
rollanti, li )■ subisci una sarìiiiono cspreiia per Sy , "i t» 
la differenia Ira 'I binomio varialo ed il primirivo , 

J*-(™y-}J}^,^ . Perniili» u> ^.Òy alla fumione 

può t He, e °,pl! t !S e »,nt ÌdrSricTrlifdiTu diflerenn. 



Digitizsd by Google 



22Ì> 

Sia . L.X—Ì, /.a_6 r ; 

quindi BAN(^tt^=sr-4,BAn(a>^= ! r-Ì i , 

*y 



lanV_-tan.fl,=-^l=-_., 
si avrà taDj£=tan a' n , a==a' n ; e gli m.<V°"' 
proposti , in forza del sistema J L—al, a^=a' B j 

igli m.'e^ 
e deducasi 



talli, 



i-tau.Stan.fi ' 
Nel quadrato dell' equazione fa) si sostituisca 
l'espressione di Sy, , dedotta dalla prec. e si avrà 

_*(i-H-tan. a 8)(i-4-tan.=*) 
7— à ■ . ■ 1 ; =aìx a ( i -t-tan. 2 9) , 



equazione, che soppresso il fattore 




Jtr.[^iSs_^^^ta B ^^y*] 

cioè 5y,=a(cos./ctan.8-hsen.*)Jj;, 
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Non resta che sostituire ^ io vece;di tan.6 per 
avere 

)Ja; I =aCoos.flJx^en.^),fj- 1 = 1 iCsen.A&-i-cos.«J'7) j 
sistema, che mediante il regresso dalle differen- 
ze alle variabili primitive, ( ig<). Nota) dà quello 
che si richiede , cioè 

v,=afaen.K.a:-t-cos.K : )')-t-c ( 
dove il valore delle costanti e, e', dipende dal- 
la situazione del vertice omologo del poligono si- 
mile , in cui si suppone collocata 1' origine del- 
le coordinate . 

g. aoi- Per rendere più semplice e chiaro il 
prec. sistema I fa d'uopo limitarne l'estensione 
con qualche adattata ipotesi: 

Ipot. i.' Che ridotta l'origine al punto comu- 
ne A, dove r=c'=o , sia k(=0j-B)=3;t : 

Ipot. a.' Che sia K=^r . 

Ipot. 3.' Che sia ir^=o e </=o . In esse il cit. 
sistema prende opportunamente la respettiva for- 
ma che segue 

^t=-ay, y,=ax; 
cc I ^asea.ÌJr(x-y');y L =asen. 1 l T(x=y') 
x ,=ax->rc, y,-ay. 

§. 203. Nella 3* , che suppone i lati omologi 
paralleli , giova investigare se gli anzidetti lati 
possano tutti essere equidistanti . 

Prolungati sino ad Àx\f.' 34) i lati omolo- 
gi paralleli MN , mn , la cui distanza è =>d, si ha 
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• perchè Xi=nx-vc ,y t =ay , 

' . *=f -^«)= 

La distanza d(=Qq se °'^ j essendo una funzione 

variabile , cbe non ' può svanire per alcuno par- 
tici>lar valore di c, ripugna che sia generalmen- 
te Ì.d—O , cioè che i lati omologi dì due po- 
ligoni simili abbiano tutti tra loro la stessa di- 
stanza : dunque 

Teor. i5.° Due poligoni, quantunque simili, 
non pusson essere paralleli . Si eccettua il caso 
ben noto dalla Geom." , cbe i poligoni sieno re- 
golari; eccezione che a suo luogo potrà desumer- 
si anche dall' analisi, sostituendo nel l' espressione 
di Qq il corrispondente valore d'x,y, ed osser- 
vando che c=i-a riduce a zero l'anzidetto set»- 
mento . 

Articolo V. 

De' Poligoni regolari e degli spirali. 
§. 3o3. Il poligono regolare, che si sa essere 

ammette alcune sostanziali modificazioni, che 
talvolta riescono interessanti. 

Il poligono regolare dicesi astrifero quando 
equivale ad un sistema di corde circolari conse- 
cutive, tutte uguali fra loro, ma tali, che l'ar- 
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e la superficie if^w^cot JL£/ t ]=^ tfcotJL 
Il lato i| del simile m."S- circoscritto essendo 
— (*) , gì trova la sua superficie 

3[=m.ìL t .iJij]=^L J—-. 

Quindi S-s=£Lftan 5. ed 5: * : : i 
e ricavando cos.JL dall'equazione l,— arsen.X , 
iS:i::4r a -^:4r a . 
Sì l'uno che l'altro de'rapporti 
I :coi. 2 £., 4r»-/:4r 1 , 
d'altronde notabili per la loro semplicità, subi- 
to suggeriscono che il trigono isogono , il qua- 
drato, l'esagono regolare e e. stanno alle simili 

due primi de' precedenti rapporti hanno il pregio 
di estendersi alle figure irregolari . (**) Ecco un 
facil metodo per costruire il valore di Ss, qua- 
lunque sia il numero intiero espresso per m. 

Descritto un circolo col centro in uno de' con- 
tatti , b per es.° ( F." 36) e col raggio bB , si 
tiri il raggio QB , e sarà Bl il lato di un mM- 
inscrittibile al predetto circolo, simile ai due 
proposti e tale ch'eguaglia la loro differenza. 

(*) Basta prolungar* CU, finché incontri li Ung in m, e collii- 
durare il trigono ferro dalla laug., da mh e dal prolungamen- 
to di Ck I j rrig. .L'é rimile a ' 

CI V.gga la noia sii fine del Capitolo. 



Digitized by Google 



.5o 

Infatti la differenza richiesta equivale alla som' 
ma di ra trigoni eguali , aBb ,bCc;ec.V m.*g- co- 
itruito è composto di m trigoni eguali Bbl, IbHec. 
e si tratta di provare i.° che applicando succes- 
sivamente sulla concavità del cìrcolo BFGHI , 
m corde uguali alla £/, ottiensi un poligono 
rientrante: 2.° che si ha trìg.ofli— trig.ÌJi/. 

Siccome QbB è =yo.° = QLb si sa (Geom.'J che 

risulta LbB—BQb; per conseguenza gli archi 
ab,Bl sono simili e però ec. 

Per verificare la 2.' proposizione avvertasi che 
l'eguaglianza de'lrigoni aBb, Bbl (togliendone 
la parte comune BbL ) dipende da quella de'tri- 
goni aBL,IbL. Or questi, oltre l'angolo retto 
aLB,lLb, hanno eguali i lati aB ,bJ(_—Bb); ed 
ì lati aL,bL- dunque ec. 

%. io5. Condotte le C/i a ,CA 3 ec. perpendico- 
lari alle consecutive diagonali 

ma(=if a ),m5(^/ a ) ec. ottiensi 
■&.»•:: mk 3 :r V. «m^: , ; «. 

e perciò 

1 2?r 1 5t j nrr a * 

a s — arsen , d ì =%rsen, — , . , . a^=arsea.-l. ... (y) 

La formola (y) , perchè 

Teor. 1 6." Che il numero delle diagonali è =m-Z . 
%. 206. Quando m è pari (= 2 Q , se m fa 
71—i.m la citata formola si riduce a D t =ìr\ 

Teor. 17.° la ogni nm.-e- ewi una diagonale 
che passa pel centro. ' . 

Digitized by Google 



§. aoj. Essendo m=3i-t-i può supporsì 

«=iC«-OC— 0 e risulta 



supplem. d' — : dunque 

Teor. 18.° /« of-w perissogono (*) £? ue oW D . 
na/i consecutive, fra quelle che possono condursi 
da uno slesso vertice , sono eguali . 

Nella prec. ipotesi si ha il valore delle massi- 
me diagonali espresso per arsen.— Basta 
osservare che P ultimo termine della progressiona 



eie gli archi <*zÙt, <2£ììr souo supple- 
mentarj . 

Un elemento che talvolta si rende necessario 
v è pur la formola esprimente l'angolo, che la 
diagonale condotta dal vertice principale fa col 
Iato b.«a», e tal formala si trova =(a-'>£ - 
Di fatto CF.'3 9 ) '-3^=^, perche ha per mi. 
iiira il semiarco sotteso dal lato: 

(*) Pollano ina» rjìquri numero ti lui. 
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§. 208. fcia ( F." 37) mi2545 ec. parte di m 
m.'°g regniate riferito agli assi rettangoli \y,mix: 
si conducano le ordinate vp^—yj, ?>P ò (=yù ec - 
indi le ai, 3i ec. perpendicolari sulle respettive 
_y 3 ,x + ec. , e siccome 

ùx=^ , 3*1=^ , 43'= , ec. 
e si è trovato (104) i=anenl-, si avrà 

W UT T f 2T 2.2T\ 

y s =2/-sen.._5en. — ,^ ;s =:2rsen — '^sen._-l-sen ^ J , 

^ 2fsen T fsen 2,T —j-sen ^ ' 

ed in generale, facendo = a , 
j o =2rsen.ÌD[sen^-+serì.2a-*-sen3a...-4-sen.{n-i;ii] 

■ =>[coa 0 -co S .if2 n -.>] C*) 
Co» I arsen.^-cos. !5 J =2Asen. facoi^z , 

^ 3 (=^ a -4.20=i' - senX^cos.^'-^cos. 3 _^5j 

" O Ftr «mmire jni.fl-l.wn-l'H-m-»^ ["-*-=*)■■ .-Men.t.M-nS)I=i) 

" Ì1>U Tsen!^^e^^cò"(«-iÈ)-co S .CaH-^) 



Digilized by Google 



a 53 

e indicando a/ per tx a ,5i per £r 3 , ec. si ba 

x.H-Ar.j-hJjTj . . . , vale a dira 

J n =;2/'sen.;o[cns.a-<-cos.aa-hPos.5(i...— ^cos.(n-i)o] 

L'equazione dell' m.^s- regolare vieo dunque co- 
stituita Hai sistema , 




un'equaJÌone priva dell'indice n , cioè 



{7-rcos.4 1 i) a -+(3:-+/-sen.|<i) li — r a , 
che facendo jwcos.sri— iì , ap-+rsen.^a=( , prende 
la nota furma .spettante al circolo (") , curva 
circoscritta all' m.«s- , e sostituendo /, per trsea.ìa 
(204) sì cangia in 

§. 209. Per vedere se possa rinvenirsi «na più 
semplice equazione deli' m.'s- regolare si scelgano 
due nuovi assi ret tangoli , uno de' quali 1 Ci (F. - 58) 
passi pel centro. 

Se m—ni l'asse 1 Ci congiunge gli estremi op. 
posti de' lati paralleli , aìT7 ; se m=i!-¥t 

(F." 3i|) il predetto asse biseca il tato opposto 
al vertice principale, e si nell'uno che nell'al- 
tro caso si ha ji2=fr-— , 

e perciò ttx ossia fa;— -||V-+a) ; pongasi questa 
forinola nel sistema 

(*) ¥1110 (pjg. 19S. Non) Il lira «".=»■, il «mm. cmir. d«i 
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x=icos.l.x-useri.i.x ;y=Csea.t.x-t-Ucos.l.x ( i83 sìst.X. ) 
La respettiva espressione d' x , y pongasi nel si- 
stema sopra ottenuto e si avrà 

(sen.ia-Hicos.|<7=fsen \,a-ma.\a[p.n-\) : quindi 
|=[rco3.ì-n— msen. \a -rcos. Jo(in-i )] : ros.31 
/=frsen.Ja — ucos.ia-rsen.io(2n-i)]: seo.^a ; 
paragonando 

•H~-i" t <»-i"("«->)-«"-i«"»-i«C"«-0]= 

per conseguenza fcrr£i-cos.(H~i) — J (*) ed il 
ùlema |.=r[,-c. 1 .C»-0=],«=-«™,(«-0"l, 
dove u>o se — , ed r è ìl raggio dell' jjt.<w-, 
1 quello del circolo de' seni e de' coseni, sosti- 
tuisce la semplice equazione che si bramava, 

$. 210. àia X la retta MC f F.' 40 ) tirata da 
un punto M nel piano deU'/n.°£ il cui centro C, 

e fatto MCa l =A 1 si avrà 

MCa^U^^^w-^J,): d'altronde 



H Infitti, «licioni bmu «preHL«H njninlrntt liti '■' di I 

ri «.». co..[ia-4-(«-i)a]=co«.ì(a/!-i)a, 
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— A»_ 4 r»_ ar flco8.(fli-l-^^} ,r ) : dunque 
. . . -4Ì»=ro(B»-+r' 1 )- 
ar/i|cos.fl I -+Pos.(8 I M-^-*-co S .(e i -i-fe)...-i-cos.[8,-t-Cm-0^| 

Si osservi che F equazione identica 

asen.éècos *=sen.f«-t-ii)-»eD.C«-ì*) OM) 
dove a=-n-±nb, qualora ti faccia n= 0,1,3,. ■•ti, 
e si sommino i risultameli , somministra 
COS.4-t-Cos.((H-5)-f-cos.(eH-afO ... H-CDS^a-t-ni)— 
[seD.ì(2fM-i)6-sen.(a-ié)]: asen.^t; 
clie la prec. forinola , scrivendo ra-i per tt e 25 

per È, diviene =0, e 'si concluderà. 

Teor. io." Che se da un esterno punto M, nel 
piano di un m."s- regolare si conducono le rette S ,, 
J B ec. ai respetiivi vertici a, , a a ec. ed al centro 
C la MC(= R) , risulta 

Ì*^ m ^.i.-tf . 

J. 2ii. Il punto M può essere uno della cir- 
conferenza descritta col centro C ed il raggio 
CM: s'egli è distante di h dal piano dell'old 
ti sostituisce h'-t-R 3 - ad R l e si ha 

■ . . -+*^m'r*->-h>-+R*) , 

poiché f, , ec. divengono cateti di altrettanti 
trigoni aventi il cateto comune k . 

La prec. equazione si riduce a ì { — >-J a ec.=2Mf 
quando M coincide con un vertice, 

aia. Trattandosi di un vn. a s- basta con- 
giùngere i vertici alternativi , per vedere che ne 
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proviene un m.*g- regolare , e che le diagonali 
d'ordine pari spettanti al nm.^s- e condotte da 
uno stesso vertice a, , misurano la distanza tra 'l 
predetto vertice e gli altri dell' m.'s- come so- 
pri descrìtto; obe in cooMgucoza (§. antec.) la 
i'mroa de'qnaduti di-Ite anzidette diagcnulr, d'or- 
dine pari per rapporto al 2m.« , è — imi', e 
perciò che snelle la acroma de' quadrati delle dia- 
gonali d'ordine dispari risulta (§. preo.) — 3«/- a . 
Ciò significa : 

Tecr. Che in ogni im.s tegolaie la som- 
ma de' quadrati delle diaconali a' ordine pari , 
(contando per diagonali i Iati del vertice di par- 
tenza) i=r2mr E ,ed eguale a quella de' quadra- 
li delle diagonali d'ordine dìspari . 

S. ai3. Si congiunga un punto i della circon- 
ferenza circoscritta coi vertici a,b,c ec, (F.'38) 
di una figura perissogona, e posto 

sarà arJb^ar.ab-ar.ia— 30) ; 

e condotte sulle corde ib,ic,id «e. le perpendi- 
colari Ck, CU, Ch" ec. si otterrà 

ik(=Vby.iC(=rY. '.t^WA^m»^. , . 

Quindi . i'A=irsen.^=sena. Cosi 

Ktazrwn !T^=se n .(a-+.a) , 

f*= M»B^à=»n.C<M.lJ3>», . . sino ad 
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to.r..n.^=.enX«+^ r >ffl[=«°-(^-+^- r )= ,e, ''3 

Si spartisca la serie '{ 

seti rt-Hseo.(a-t-(3J-+sen^a-ì-2f3) . . . -+.sen.(a-t-m- 1(3) 
nelle due _ 
(seo.fl-i-sen(a-t-3(3)-fseti.Ca-f4/3)...-+senCfl-t-m-i(31_ 
Iseti .(a-t-/3)-l-sen. f a-t-3 j3>+5en (a-+50)...-i-sen (a-+m-2$) 
e scrivendo 6 per a(3 sì troverà (_*) la i.* 

is.(a- ^i)-eos. ujè) 







sen-;-(n»-+i)is 






lodo la sostituziot 


ì, e di P 6 per 


a/3, risulta 















cioè uguale all'altra sopra ottenuta, perchè 
i(ni-n)6-l.i(m-i)È ossia *,nb=mji=r : duncjue 

Teor. 2i.° di Giacomo Grego'y . La somma 
delle corde tirale da un punto della circonferenza 
circoscritta , ai vertici d'ordine paridi unm's 
regolare perìssogono , eguaglia quella delle cor- 
de tirate conte sopra ai vertici a' ordine disparì. 

g. n^. 11 prec. teorema essendo indipendente 



f*) Bmu Fu* Hill fo.molt dol 5. toi. [t. 

(B-l)f3=i(«-l)*,ll=è&l-l) • 
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Jalla gr 

ìb gradatamente decresca sino a svanire il 
allora, scrivendo a per ì si ha 
ab-+ad-+af-+ ec. =ac-+i7e-Hi#-i- ec. : vale a dire 
Teor. 32. 0 Che in una figura regolare peris- 
sogona , la somma delle diagonali di ordine pa- 
ri eguaglia quella delle diagonali di ordine di- 

% 2i5. Se due punti interni si congiungono 
co' vertici di un m» regolare, formasi un dop- 
pio aggregato di trigoni, tutti d' egual base, ed 
il i.° aggregato sta al 2.° come la somma delle 
altezze de' trigoni componenti il 1.°, a quella del- 
le altezze de'trigoni componenti il 2.°: d'altron- 
de l'uno e l'altro aggregato equivale all' mH , ed 
uno de' punti può supporsi nel centro: dunque: 

Tecr. a3.° di Vincenzo Vivimi. La somma 
delle perpendicolari condotte ai lati di un m.'i- 
regolare da un punto interno, eguaglia quella 
degli apotemi. (*) 

§. 21G. Congiunto il centro Q (F.* 42) coi 
vertici A , B ec. e eoi punti medj a , a' ec. dei 
lati di un m."i regolare M, si tirino le. perpen- 
dicolari da a alla QB in b, da b alla Qa' in 
c, ec. e si formerà un n. a s spirale Aabcdejgh ec. 

Posta l'origine dell' nH pree. in A, quella 
delle coordinate in Q, ed Ax sulla QA onde 
3:,=tr ed j,^o , si conducano da a , b ec. la 
ordinate rettangole / a , y 3 ec. e si avrà 

a Q=rcos,-, y^rccs.^K*. 3 * , 
« 

f) Li dimostrami? ài Vitimi (Jppmd. ai Mollimi 1 Minimi 
d.H^Sd. Con.J ari .Itti yemb'n.a ■o-erchiiintnK proliisn , 
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AQ^Qots-ÌÌIWcos. ™ , j^cos. iTsen. ; 
cQ=ÉQoos.ÌT=/-cos. — , 7 + ==rcos. -l X sen. £1;.., 

{r^co..'" =^,.(4-,) E, Soo.^-Oi'' } 

Tal' è l'equazione del poligono spirale propo- 
sto . Cerchiamone la superficie . 

Siccome ab =iaa' { Iato dell' m.'s- inscritto } 
sta (pag. 228 lin. ult. ) 

trig.Q. f 4a:trig.Qai>: :i :cos.^- ; 
e fatto (S- "tO tTÌg.QAg=S;trì s .Qab=y , risulta 

•; W .M:M' {m.'s inscr.) 
Si rapporti trig.Qai a trig.Qic e cosi io seg. e 
si avranno ara trigoni io progressione geometri- 
ca, che insieme costituiscono la richiesta super- 
ficie, vale a dire 

e mediante la proporzione 

— (som. degli antec. Jii-tS^som. de cons.) V. SìS', 



IT 



h-S'=S's-- 



§. 117. Per non oltrepassar la sfera di una ele- 
mentare istruzione abbiamo soppresse molte par- 
ziali ricerche , e tre intieri articoli ove respetti- 
vamente si tratta: Della inscrizione de' poligoni 
regolari e de' poligoni successivamente inscritti 
l'uno ne/i' altro = De' poligoni cicloidali, epìci- 
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cloidali e de'poìigoni sviluppanti = De poligoni 
doluti di una proprietà di massimo o di mini- 
mo: argomenti che si troveranno esposti nella 
MénT cìt. (p i85.)e nel V. Tomo soppìemeo- 
tario della Scienza del Calcolo. Va solo §. spet- 
tante al 3.° degli articoli divisati ci sembra me- 
ritevole di eccezione, e lo soggiungiamo qui com- 
pendiosamente . 

Condotte le corde AM,MV ec. nella figura 
AmMnNo ec. ( F." 66 ) che si concepisce descrit- 
ta dal vertice M del poligono regolare BMG ec. 
i—K), poligona, che partendo dal punto A , va 
con moto di rotazione applicando i successivi 
suoi lati MB,BC,CD, ec. su di una retta AH, 
si ponga lti.BKC=&,KB=r ( giacché K si sup- 
pone il centro) MB -rf, , CM= rf a , ec. e si os- 

^i" Che i trigoni isosceli ABM,MCN,NDO ec. 
FMG, sodo simili a BKC; i ° che durante la 
rivoluzione ciascun trigono BMC , CMD ec. fa 
parte della superficie AMNOPQHA (-5) , il 

2. ° coincidendo con CND, il 5." con DOE , ec. 

3. " che S è composta de' predetti trigoni pia U 
somma di ABM , MCN , ND 0 ec. FMG; che 
tal somma equivale a 

j^-M^-w/ ... -h^-w^-hì*! =(2 i obliar*— *mA=aX 

Teor. La superficie de! poligono 

AMNOP QHA—ÒK, 
cioè tripla del circolo genitore . 

Nota pel §. ao3. Dalle proporzioni (F," 4°) 

bdiae bc:ac i 

bf :ce :: ab:ac t: i : a 

dj : ae ; : de : ce : : i : a 
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risulta la somiglianza Óe trigoni b'f,ace: d'al- 
tronde ciascuno de' trigoni abf i hcd,def è 
=trig.É.#: dunque t ri g.te/=~ tri g.ace . 

Nella F.'tjt si ha tà%.aef—\\.t\%*\ib', e perchè 
db-^aef ed ma- e/, è dm-vbn=ej : ma ì trìgo- 
ni dem,bfa, il rombo efnm ed il trigono aef 
hanno eguale altezza; dunque 

lri.dem-hZn.bfn=tii:aef ; perciò 

UiMef^tà.dem^lrì.bfn—ittì.adb^om.efiim . 
Dicasi lo stesso del rombd ghmn e si conclu- 

1 poliedri regolari presentano speciosi rappor- 
ti analoghi a quelli che notammo nel cit. §. 2o3, 
ma non è questo il luogo per tale discussione. 

CAPITOLO V. 

Delle Linee di second' ordine . 

Nozioni Preliminari. 

§. 218. Linea curva è un sistema di rette in- 
finitesime comunque fra loro inclinale , e può 
concepirsi generala da un punto che percorre una 
serie di successivi spazi, ciascuno in una partì- 
colar direzione , e minore d' ogni quantità asse- 
gnabile . (*) 

[*) Prue indili do il quello concetto ti cadrebbe nell' assurda 
[,i;ib.'. : .iijno di camper. e [«tensione di mi.Wi inwui, 
l* Longhena di punti non luoghi. Afo«S= fiW'ei $ Atti. 
br° 4. 4 J e parlilo da un'idea conforme a quella da noi an- 
nunliala, e Lagnwge (Cale, ics Funct. Ufo* ir J ilice che 
lo girilo dal Cale. Difl> luppaao le curve fermate di tetre 
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La curva è regolare se la distribuzione de'suoi 
punti o la sua generazione, va sottoposta ad una 
legge costante: se ne acquista una superficiale 
idea descrìvendola con un sicuro e facile mecca- 
nismo, ma una completa nozione è riposta nell'eq. 
fra le coordinate de' suoi punti, e questa si ot- 
tiene in due maniere: i. rapportandoli a due 
oggetti fissi, semplici e dati di posizione, qua- 
li sono i punti, le rette, gli angoli ed i piani, 
ed esprimendo, per mezzodì qualche proprietà 
d'altronde nota, l'anzidetto rapporto: a.° rica- 
vandola dal simbolo generale dell'equazioni fra 
due indeterminate. 

Una curva È algebrica a trascendente ; può es- 
sere cponenzialc o interscendente : spettano alla 
■ .'classe quelle, la cui equazione dipende dalle 
«ole sei operazioni foadameotati dell' algoritmo al- 
gebrico * alla 2/ se trovasi affetta da Funzioni lo- 
garitmicbe " tri gooora etri che : un etponente va- 
riabile caratterizza le altre due classi; la 3.* se 
razionali' , se irrazionale la 

Le linee si distinguono in ordini : al i." ap- 
partiene la retta; il a.° comprende le curve di 
i." gene' e , la cui equazione generale è 

ay 1 -±bxY-+cx?~¥dy~+ex- , rf= O .... {A) 

Le linee di 3.° ordine, altrimenti dette curve 
di a.° genere, sono espresse con l'equazione 
ey '■ ' -+bxy ì -^cx 2 y-^dx :i -^-ex l -¥fy 2 -+gxy-t-hy-\-ix-*J^= 



fononi Uggì, non lono n 
: id un poligona compi) 
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Bisogna perù che 1 equazione non sia risolubi- 
le in Catturi razionali, perchè in tal caio essa 
raupresenta un sistema Hi più lìnee . Tal' è 
y^-jy-xy-t-ux^^o che equivale ad (y~x)(y-a)=a 

Dividendo per un coefficiente tutti i termini 
si scuopre che i coefficienti necessari per le li- 
nee degli ordini, a.°, 5.°, 4° ec. sono re- 
spetti vaincn te 2, 5, 9, 14 ec. Sembra dunque 
che f(/t-M )("-+>)- ' punti dati debbano basta- 
re per costituire la farina e la posizione di una 
linea dell'ordine n."'™> , perchè sostituendo suc- 
cessivamente nell'equazione le due coordinate di 
ciascun punto, si ottiene un n.° dì equazioni 
eguale a quello de' coefficienti . Ciò infatti succe- 
de per rapporto alle lìnee di 1,° ordine (161) 
ed anche , come presto vedremo , dì quelle di 2.°, 
ma un tal canone non si estende agli ordini su- 
periori, e la ragione si è che non tutte l'equa- 
zioni sopra indicate riescono diverse 0 conciliabili, 

§, 219. Centro di una curva è un punto C del 
suo piano, dove ogni corda MM' ( F.' 5o ) rima- 
ne bipartita. Condotta una a." corda ACB , sì 
tirino le perpendicolari MP , M'P', ed in for- 
za de' trìgoni eguali si avrà, prescindendo dal 

Cl>(,=x)=Cn=-x) : MP(=y)=M'P(=-y) . 

Dunque l' equazione di una curva dotata di 
centro non si altera sostituendovi -x, -y per x,y, 
e viceversa . In tale ipot. 1' origine è nel centro . 
Affinchè l'equazione (A) spetti ad una curva co- 
me sopra, bisogna dunque che manchino i ter- 
mini <iy , ex, o che questi, cou una convene- 
vole traslocazione degli assi possano eliminarsi . 

Una trasversale che bipartisca un indefinito si- 
stema di corde parallele dicesi diametro . Esso 
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ha in conseguenza la proprietà di bipartire li 
superficie compresa nel perimetro della curva . 
Due diametri diconsi conjngatì quando uno bi- 
partisce le corde parallele all'altro. 

§. ìao. Le proprietà di una curva sono indi' 
pendenti dagli Oggetti a cui vien riferita: va- 
riandoli si modifica la forma non il significato 
dell'equazione che la rappresenta, e la rn^djfi- 

della P massima semplicità . Gli artifi/j di tal na°- 
tura , mentre presentano ta curva sotto diverso 
aspetto, notabilmente ne agevolano la discussio- 
ne e le applicazioni. Basti questo cenno per far 
conoscere 1 importanza delie trasformazioni com- 
prese ne' sistemi del §. .83. 

S- 221. Dopo aver veduto che l'equazione 
ax~}-by-y-c— O esclusivamente si riferisce alla li- 
nea retta, l'ordine richiede che ci proponiamo 
d'investigare il geometrico significato dell'equa- 
zione generale {A) (218) 

, bx*±d ex* ex f 

ossia - J--H— -KT^— =0 , 

I 



gliere il 2." termine (94) si ottiene la trasformata 
. (hac-b*) a (^nr-ibd) kaf~d % 
y +-q7^— * ~*-+1^r-=Q ■ 
che indichiamo per j 1 = Cx*'-+Bx-+A...(B) ove 
la y equivale ( F." 16) alle Mm , cioè alla pri- 
mitiva y(=MP) diminuita di m'P, ordinata dal- 
la retta Al, simboleggiala dall' equazione 

z=A d . 
attesa ' 
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e diminuita inoltre della mm'=Aa(=à{ì) . 

Per non lasciare l'interessante derivazione del- 
la equazione (B) del tutto affidata al dubbio lu- 
me di un astratto artifizio , d'altronde pregevo- 
le, passiamo a cercarla direttamente. 

Effettuate le sostituzioni espresse col sistema 
(IX) del g. i85. nell'ipotesi di flfc=o , e sop- 
presso per brevità il segno a, si ha la trasfor- 
mi s -+ (z ase n . f .a:— t-6cos.( . x)tu 
-+(asett. :l i.x-+l>$eti.i.xco$u.x-+ccos. H.x)l a 

~+aP»-fd$+f=o (i) 

dove (3,i.3r, essendo quantità arbitrarie , può sup- 
poni aasen.(.a;-+icos.(.a:=o , ìa^—f-d—o , 

cioè tan.(.;c=-i , (3=-i. : 

ia za 

si ponga (sist. cit.) per l,y per a; ed av-~ 

vertendo che in forza- dell' equazione ia^-+d=0 
l'ultimo termine riducesi ad &*/3-t/, si avrà la 
trasformata richiesta 

Y*=( h —^ **+ M*2Ù& J-!#[ (C) 

J \ K > W ¥* ' ' " 

i! cui significato non differisce (no) da quello 
della proposta (A), e che ci dà un'idea gene- 
rica delle diverse curve che dalla medesima pos- 
sono essere rappresentate. 

i.° Se b^—i^ac, mediaute la sostituzione 
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che diciamo y*=px ; ' equazione , che quando 
*ae>bd dà la j^JV^ue-^Jjij indefinita- 
mente crescente verso le x positive, e tale ver- 
so le x negative se zae<.btl (Z-j); il clie signi- 
fica essere la curva illimitata alla destra o alta 
sinistra dell'origine: proprietà caratteristica, eh» 
esclusivamente dipende dall' ipotesi b' i =!\aa • 
costituire la parabola : 

2° Quando b'-s.lyic evvi un valore X x, si po- 
sitivo che negativo, oltre il quale il 2.° membro 
dell'equazione (C) costantemente risulta -co, e 
perciò la curva, attesa 1" immaginartela cui, ol- 
tre certi limiti, le y soggiacciono, si alla destra 
che alla sinistra dell'origine, è rientrante e pe- 
rò compresa in uno spazio limitalo . Ad essa si 
dà il nome di ellisse. 
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sere un caso particolare della 2." ipotesi. Intanto 
possiamo stabilire che la forinola generale (A) 
ammette un quadruplice significato, cioè ch'esia 
rappresela quattro curve diverse; 

Parabola se b 1 — lipc ; Ellisse se è a <4oc: 

Circolo quando c=-a e b=o ; 

lperboìa allorché b^^ac . 

S- 232. La discussione delle curve qui sopra 
indicate , esige che la respettiva loro equazione sia 
dotata di una sufficiente semplicità, e ne' due 
casi 2.° e 3° ciò non succede . Tentiamo dunque 
una nuova trasformazione dell'equazione {A), e 
/acciaino sulle prime la sostituzione d'x-+-« e 
à'y-*ft; per x,y. Il muramento è 

ay^bxy-^x a -t- ( 20 a-hJjj--^ 
{2CQM-6(3-4-c)x-i-a(3 a H-ia/3-H:* a -w// 3 t e a o . 

Pongasi 

1 ia{L+bxr+d=o , 2C «-i-£(3-+e=o | ... . f» 
* perchè la somma di queste, resp attivamente 
moltiplicate per (3,1, somministra 

si avrà la ridotta 

ay ^-^bxy-t-cx a -ni (è(3-fe«5— t/— o , 
che indichiamo per 

o/ B -1-ijj-+ca: a -4-g— 0 (3) 



cioè che i raggi CM ione miti eguiU fri loro, il «hi ceni- 
niliH il circolo. 



ni « 5.*, il ciò, >t a oifitt «giti™, di. 





Digitized by Coogk 



248 

Facciasi x^tcos.t.x, y=u-+l.sQa.t.x, e sua 

(asen. i !.x-*-l>sen.l.xcos.i.x-i-ccos.' i l.x')t :l -^gi=o, 
equazione i cui primi tre termini coincidono con 
quelli dell'eq. fi) L' evanescenza del 3." termine 
dipende per conseguenza dalla solila ipotesi 
tan.i.ar=-È: uà . Si appura g ricavando a. , (3 
dall'equazioni f»> cioè 



Altro non resta che sostituire rperr,- — 

per -tan.iis, e cangiare u in y onde ottenere 

i^y^i^-b-)x^f-^^P=o. ■ ■ ■ (D) 

Questa e l'eq. /^a 3 j :l -^(zb(l-^ae)x=0 .. .. (£) 
sono le più semplici trasformate, esprimenti le 
curve comprese nell'equazione (A) ,ed hanno il 
pregio d'essere affette da coefficienti noti e ra- 
zionali . Per comodo le porremo sotto la forma 
My 1 -+Nx*=Q...(F);iyy*-tPx=o. . . . (G) . 

ARTICOLO I. 



$. aaS. 11 circolo AEBF (F.* n) essendo da- 
to di grandezza e di posizione, il che suppone 
noto il raggio AC(=r) e note le distanze 
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*?C=g. C 9 C=P) Jel ranlro C in ine a.» or- 

que Cot , e dal punto m l'ordinata mp( y) e 
la mn parallela ad ax , che incontri io n la Cq , 
ridite iC*y=(Cn)'-«mny ; 
e pmetè lC«=C ? -,,=C,-»,=(3-^> . , 

r } m n= aq-ap=a~x \ 

(j-fiy-+(.x- a y=r»...(a) (eq. generale.) 

Si trasferisce l' origine al teatro con fare 
a=o,^=0 i! che dà 

^_Wt a =r/- a ....(6) (eq. centrale.) 

Questa equazione esprimente la invariabilità 
del raggio, egualmente si ottiene partendo dalla 
proprietà che l'angolo nel semicircolo è retto, 
e da qualunque altra essenziale al cìrcolo. Sie- 
no gli angoli falli col diametro da due cor- 
de supplemmitan'c , tali cioè che insieme sotten- 
dano i2o.° Siccome 8-t-0'=£r si ha (jfy. rT. ^) 

tanJ^-i- .,; ma tan.8=21, tanfl'=.Jl~ - 
tan.lr t-x r-t-x 

dunque y z ~+x !, =r a . 

L' ipot. u—r, (ì=o suppone l'origine nel sini- 
stro vertice del diametro e somministra 
y^^irx-x 2, ...(e) (eq. al vert. ) 
Per trasferire l'origine in un punto della cir- 
conferenza basta supporre (3 1 — m*=i 1 , ed eli- 
minato r 2 dall'equazione (b) si ottiene 
y*'-*-x*-*(otx~*-(Sy)=0...(d) (eq. alla circonf.* ) 
Es.° Si dimanda I» posizione e la grandezza 
del circolo y' l -+x''-y-X=0 . 

Si eliminano gli ultimi due termini , il elio 
suppone trasferita l' origine nel eentro (368j , 
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sostituendo ,y-*-fi per x,y, e facendo nel- 

9/3-1=0, a*-i=oj ciò dà ^i-ì; 
quindi rz — ed il centro nel punto 
Infatti la proposta equivale ad 

e la sostituzione d'y— per y e d' x~+i per * 
la cangia nell'equazione centrale j*-t-x 2 =| . 

5- 324- La retra perpendicolare ad una 

retta T'T ( F.' 45) tangente nel punto M(xj} 
ditesi normale, e siccome passa pel centro C ove 
si suppone l'origine , la sua equazione può rap- 
preteatarei per y a^x; ma 

Ct'(=x / ):PM(=y l ) :: i AM.MCP(-a,) : 
dunqur la definitiva equazione di una normale 
del circolo è Y= y -x, e per aver quella della nor- 
male che incontra la circon fileni a in un (iato 
punto (x,,y,) basta sottrarre//- ^.x, dalla piec. 
il che dà 

r-r,-^(x-x,) , ossìa yx,-y/c=o .... (e) 
L'equazione della tangente che tocca la circonfe- 
renza in (x /lY J è dunque (i60 

y-y^-y&'X,) ossia yy^xxj=r' ...(/) 
%. ii5. Per tirare la tangente da un punto 
«terno T\x llt y^ si pongano nell'eq. (fì le coor- 
dinate x tl ,y 0 , in vece d x,y, e fatta la «ottra- 
zione di 

yffu-^x/x,^ da y,*-+xf=r\ sì avrà 
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Ma bipartita la TC in C , e descritto il circo- 
lo col centro C ed il raggio C' C SÌ ha 

e disegnata la C'r parallela a CP , ottiensi 

cioè A/r i -rCV 1 -C'-M a ^C'L |3 .DunqiiB il circo- 
lo descritto come sopra passa per l'uno e l'altro 
contatto M, M' . 

§. 326. Teor. Se dal centro C di un dato cìr- 
colo EFG (F. 1 46J fi conduce la perpendicola- 
re CH ad una dola retta AB , essendo t , G , ( 
punti in cui la perpendicolare taglia la urcoa- 
ferenza , una trasversale per G che incontri AB 
m DJa circonf.' in F , dà DC . GF=GH GE. 
Ciò risulta da' trigoni simili EFG,DGH. 

11 teor. si cangia in porisma (*j enunciando- 
lo cosi: 

Porisma. Dato un circolo ed una retta AB, 
vi è nella circonferenza un punto G tale , che 
tirando per esso una ttaswrsale DGF , il ret- 
tangolo DG.GF riesce costante. Infatti si ha 
LfG. GF-DG. GF. 

§. 217. Teor. Essendo AB, ab (F* 47) dia- 
metri paralleli di due circoli che si toccano in 
M, i punti M,b,B, sono iti linea retta . 

Dim."Si ha CBM=CMB (perche CB, CM 

sono raggi dello stesso circolo ) =Mbc ( attese 

le parallele): ma CBM-+Bbc=Jr •■ dunque 

(•) Li nar.ira d-l porisma non i ptuntnt beo donila dV Geo- 
B-iri .Uvwcla . (T. I.) lo li S inrdl tome bltrmedìo il prcblt- 
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AC:bC\\AD:bd; dunqne AD.DB~bd.AB ; e 
«ccome pel a.° circolo inscritto si trova 
AD. DB- b'd'.AB ne segue che il suo diametro 
b'd' sia = bd, cioè ec. Succede lo stesso se i 
circoli ALD ,DNB , s'intersecano. 

Artìcolo II. 

Delia Ellisse. 

$. s3o. L'equazione My i -\-Nx* , =^Q_ do- 
ve M,N,Q si suppongono positivi, dimostra: 

1.° Cile qualunque sia l'angolo delle coordi- 
nate, angolo da cui l' equazione è indipenden- 
te, l'ipotesi Cp=0 (F* 49) os s ' a ^=0 dà sempre 
per y due valori Cd, Ce, eguali e di segno con- 



trario, d'onde necessariamente deriva (aj 9} che 
rva sia dotata di (.entro nel punto C. 
Che il massimo valore d'y, cioè Cd, e. 



la curva sia dotata di (entro nel punti 

" " ssimo valore d'y, ci ' 
risponde ad x=o ed è Cd—V~^; i\ 
x, ossia Ci=V-y, si ha con fare y— o . 
3.° Che indicando Cd,Cb per b l ,a l , risulta 

e l'equazione ellittica si riduce ad una delle se- 
guenti forme semplici ed eleganti: 

I a?y*-+b; i x*=à?b* ; qy^-t-px^i \ .--(g) 
nella 3.' delle quali si suppone q±n ibf ,p=i :a* . 

%. aSi. Siccome gli assi ortogonali sono pre- 
feribili, giova verificar sin d'ora se esistano due 
diametri perpendicolari fra loco , 

Sia y-y ,-=tn{x-xù una relta [ Ì rata P er " n d»- 
to punto (x t ,y^) e che attraversa una curva di 
a.' grado dotata di centro . Sostituito alla pre- 
cedente equazione ri sistema 

y=mH-+y, , x—^-¥X 4 (164) 
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è chiaro che basta combinar questo con l' equa- 
zione (A) (116) per avere dalla trasformata i 
due valori di cioè !e distanze tra'i punto 
e quelli ove la trasversale taglia la cur- 
va . La trasformata essendo 
^(<?3i B -t-6<n-t-c)^ 2 -'-4( 2a m-*b)y t -tfbm -i-s c^-t-d m -t-e]J 
— yay l 3, -^bx l y l -vcx l 3 -+dy / -+ex / —t-f=o 
esiste una retta, a ciascuno de' cui punti, che 
sì concepisce successivamente preso per 
corrispondono due valori eguali e dì segno con- 
trario della distanza purché x,,y, verifichino 
(zam-i-b)y l -i-(bm--±ac)x l -¥dm-+a=o 

Tal' è dunque l'equazione della retta richiesta 
cioè di un diametro; ed affinchè possa egli tro- 
varsi in una posizione perpendicolare alla y=anm 
( parallela alla y-y j=m(x-x^ ) si richiede e ba- 
sta che resti soddisfatta (162) la condiziona 

tsm-¥~b .« . 

%bm-+c 

or questa è sempre possìbile, perchè , tolto ìl de- 
nominatore e fatte le riduzioni , ottiensi la for- 
mula reale 

d' altronde il doppio valore di m dimostra che 
la trasversale bisecante ammette due posizioni 
diverse: dunque tutto concorre a provare l'esìtten- 
. za de' diametri conjugatt ortogonali fra loro. (*) 

n Quunda ,i h, , ale» mito. Dunque l« pi- 

il diametro conjug tu . Di cià in itguito- 
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$. i3a. Sieno (F.'5o) AB(=*a), DE^b) i 
diametri sopra indicati. La i." delle (g) ossia 



fa vedere che quando 3r>a la y diviene immagi- 
naria e che tale diviene la x in 



quando y>b: .siccome le y diminuiscono a mi- 
sura che x{<&) va crescendo , la curva ha la 
forma di ila ovaie compresa dentro i limiti 
A,B,D,E; e le compete la prerogativa d'es- 
sere simmetrica, cioè composta di quattro rami 
AD ,AE ,BD ,BE , uguali e simili, perchè al- 
le CP{^x),CP\=-x) corrispondono e-uali or- 
dinate, ed alla stessa CP le ordinate PM , Pm , 
eguali ( disegno contrario . ) 

S- a53. La i." delle (g) insegna pure che qua- 
lora si prendano ad arbitrio due ordinate y n y„, 
Sta y" : y* : \ (a-K^O-*,) : (a-KC„)(fl-x„) 
cioè che i quadrati di due ordinate stanno come 
i rettangoli delle respetihe ascisse: verità che su- 
bito si deduce anche dall' equazione al vertica 



la quale ottiensì facendo AP=x . 

Le respettive equazioni della ellisse e del cir- 
colo circoscritto mostrano che sta PM.PL V. b:a. 

J. a3A. Siccome necessariamente esiste un'or- 
dinata FG , (che diciamo in) eguale a qualun- 
que data retta <.b , può supporst atb-.^p e pe- 
rò -~ == — • Cosi 1' equazione (/) , scrivendo 
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c(~CF=CF') per x,fy> per/, diviene 
— (tf^-c 3 ) ossia ±ap=a*-c* , 

e. perchè dà lop=6 a risulta c*=a*-£* 

a vi 

Dunque t.* FD=ca=CA^F D , e l'arco il cui 
centro D, il raggio CA , taglia il i.° asse AB 
ne' punti F, F' . 

z.° FM=V[(PMr^ÌCF-CP)^= 

e nella stessa guisa F'M=a-£Z ; dunque 

FM-+FM^a=AB : 
e però se si fermano gli estremi di un filo in 
F,F , un ago che scorra lunghesso descrìve 
un'ellisse. 

§. a35. Prolungata la F'M finché MG^MF 
( F.' 5 1 ) e bipartita la FG in m , se per M ed m 
si conduce la QMmT si ha la tangente in M. In- 
fatti F'nG ossia F'nF^F'Gt^F'M^rFM^za), e 
perciò qualunque punto n della QT, diverso da 
M . trovasi fuori del perimetro . 

%. a3G. La retta M<n non può bipartire la ba- 
se FG del trigono isoscele FMG sema che ne 

derivi FMm^mMG; ma mMG=FMQ: dun- 
que, se si concepisce generata una superficie me- 
diante la rivoluzione della semiellisse AMB in- 
torno ad AB, tutti i raggi luminosi o sonori, 
(i quali si sa che fanno l'angolo d'incidenza 
eguale a quella di riflessione) qualora partano 
dal punto F si raccolgono io P e viceversa . 
Quindi è che i punti F, F 1 diconsi fuochi, e le 
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tette FM,F'M, raggi vettori . La doppia ordi- 
nata p , corrispondente ad uno de' fuochi , dicesi 
parametro, e le CF,CF costituiscono l'eccen- 
tricità della ellisse . 

§. 2^7. La coesistenza della 1,* equazione (g) 
(25o) con y=a'xH-A / suppone che la curva e 
la retta s'incontrino, e ciò non può succedere 
senza che corrispondano ai punti d'incontro le 
stesse coordinate dell' una e dell' altra linea ; 
nell'ipotesi onde si tratta è dunque permesso di 
eliminare tra le due anzidette equazioni una del- 
le coordinate x, y. Or tale ope'azimic conduce 
necessariamente ad un'equazione finale di 3.° gra- 
do : dunque i punti d'incontro fra una retta ed 
una linea di 2° ordine non posso n' essere più 
di due; e perché ciò si verifichi , bisogna che 
le risolventi dell'anzidetta equazione sieno reali 
e diverse. Nel caso ch'esse sieno eguali , le in- 
tersezioni riducousi ad una , ed è il contatto del- 
la retta con la curva. Questo saggio teoretico ci 
fa strada a trovar l'equazione (iella retta che 
tocca una data ellisse in un punto (x /t y t ) 

Fra la trasversale y-y l =a'(_x-x l ) ed 
d l y*-+b*x*c=a*b 1 J 'si elimini y, e scrivendo sàpf ^ „ 
p* a*b*-b*x* si avrà 

(x-xXa 1 a'\x~x^a-' l a.'y l -+b*{x-*x')~\^o. 
I due fattori , posti eguali a zero , danna 




e per appurare !a condizione da cui dipende la 
loro identità basta supporre 




Digitized by Google 



è l' equazione della retta che tocca la data ellis- 
le nel punto {x l ,y / ). Essa equivale ad 



=58 

ossia ^(aV-t-È 4 ) ={a'a"--b 1 )x r ia l a'y l , 
e ricavarne il valore dell'incognita a', valore da 
cui unicamente dipende la supposta eguaglian- 
za. Soppressi i due termini a 1 a'' i x n a*a*X lt 

si ritrae a'=-^-^- , valore sempre reale : dunque 

y- yi =-^-J{x-x} ossia a % yy / -+b"'xx t =a 2 è * . .. ( m ) 
lata ellis 

; 

y= 1 L— ' . x ossia y—^—-¥a'x , e perchi 

y, a y, y, 

( 3 5*) k (l)x- dà < h l\J?5?-*b*=aW-±b*, 

r * V, ' " y, 

si può mettere sotto la forma , sovente molto 
vantaggiosa , j-=a'ar-tV(u V a -t-É a ) . . . (tu') 
g. 238. Supponendo y=o nella formola (m) si 

ottiene x=— ;-CT; qniodi CP-.CA: :CA:CT; 

teorema importante, r che non lascia di sufiste- 
re se a sia un semidiametro, perchè il calcolo 
diri an'ecedenie non soffre alterazione se si f<t 
ii-j dell'equazione ellittica relativa ai diametri 
conjugati . (.&) ^ ^ 

La differenza CT-CP dà />r=^S-(5ottang.), 

espressione che rimane la stessa per tutti i pos- 
sibili valori di b , e perù anche quando b=^a . 



Digitized by Google 



a5 9 

Dunque la retta tirata per £ e T tocca il cir- 
colo circoscritto io L . 

§. aSg. L' equaz. della normale è ( i6a e a37) 



„,=^(„,)......W 

Posto y^O essa dà x[=CIf) — ft - T^ , j £/ : quindi 

CP-CN ossia PN= b —E± ( sunoorra. )• 

Si può dunque calcolare MT ed AfiV. 

J. 240. Per tirare la tangente da un dato pun- 
to esterno V ( F." Sa.) che diciamo (x llt y u } sì 
descrivano due archi, uno col centro in F', ed 
il raggio iF—ia, l'altro col centro in V ed il 
raggio TF; si congiunga F con l'intersezione i 
degli archi , e tal retta passerà pel contatto M . 
Facendo centro in F' si avrebbe il contatto M . 

%. a4'r Sieno AL , BL ( F." prec ) corde tirate 
al punto L(x /t y^ del perimetro, dagli estremi 
del i.° asse (cui può anche sostituirsi un diame- 
tro), corde che diconsi supptementarie , e siccome 
le respettive coordinate de' punti B,A, sono 

y=o , x—-a ;y=o , x—a , si avik(i^O 

jj=m(o^) te<Jna«ione i\ BL) 

' ' t J r=m X x r a ) (equa/ione di AL) 

Per verificare la condizione che il punto L sia 
nel perimetro bisogna supporre che ciascuna del- 
le precedenti, e però anche il loro prodotto, 
coesista con l'equazione ellittica: in tal caso la 
corde risultano supplementarie . Ma l'equazione 
tra '1 prodotto mm'(x s -a a ) e ^-j(a a -x 3 ) dà 

Dunque allorché le corde sono aup- 
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pleraentarie sì - ha mm'=-^_ e viceversa, 
g. 142. Si sostituisca in a*y*-\ò*x*=ia*b* 

X=lcoi.Lx-*ueo$.ux , y=lsea.tx-+usea.ux (i83) 
dove uno degli angeli tx,ux, si suppone dato a 
preso ad arbitrio, e facendo — o il coefficiente 
di fu , il che dipende dall' equazione sempre 
possibile 

si avrà l'equazione della ellisse, riferita a due 
diametri conjugati , 

fa I sen. i iia:-+6' i co(.''ùar)u E -i-(<i 5 sen. 9 (x-vfi a co9. 2 (x)£ a =a*6*. 
Da essa, mediante le successive ipotesi <=o,u=0, 
si deduce la lunghezza de' diametri anzidetti , 
cioè 

-.*"= ^ r.-Wl 



quindi a' E i' a = 
, o*M 

□- \t un. ' li-fu 3 b * (m n . a tt»i. J nx-K 01. 'ine n . ' ux)-f* S«. a ixco 
=a***.-[(a :1 MQ.lii t n.ui-ti a cos.tcc(ii.iii) a 4J I l Z ieD. 1 [ui-«)] 

Teor. // rettangolo degli assi equivale al rom- 
bo tra due diametri coujugati. 
_ §. a^S. La precedente espressione di ab can- 
gia l'equazioni (2) in 

fc' 1 sen. a i«=fl 5 sen. a tì^-t-6 il cos. 1 (« , 
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fl'*jen. B (u=a !1 3en. 3 ij;-i.6 2 cQs. i 'te ! 
Quindi (a'*-i-fi' a )sea. !1 iu— 

e pecche 




posto iu per ux-ix , ottiensi 




Teor. Che la somma de' quadrali degli assi 
equivale a quella de' quadrati di due diametri 
contagiai, quali sono per esempio MM, NM' . 

Combinando l'equazioni (3}, (4) con l'eqw*- 

Eione (1), ossia con a a Ua.txtaa.ux-t-b»=so r si de» 

terminano tre degli elementi a ,b ,a' ,b* ,tx,ux 
per mezzo degli altri. 

$. 344. Div.dasi l'ellisse BDA(=E) (P.* 53) 
in tanti trapezj verticali (^(=1), i'r"(=i') ec. di 

(*) Sopprtwi i i«mUi ^±t.„x,.tm,>àu ! ,'ux t o^x 1» ,,• ,ì ,u„, 
a ita. 2 »*™. 3 *» 
sen. ticoi.*ui4^tn.' l nicoi. a ic-(iijsn. a ttHii. ;i uV, gffil 
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egua\e brevissima larghezza, e prolungati 
ti paralleli sino alla circonferenza circos' 
BRA( - C) potrà supponi che le piccolissime 
corde r/ t rV' ec. , fili' , R'ti" ec. coincidano 
(ai8) col respettivo arco: in tale ipotesi si ha 
( 3 35 in fine J 

tr:tR. ;b:a; (V H'R' \:b:a; ec. 

Ir+tl'uRrUfB? ossia ti TV. b: a. 
Cosi l':T::t":T"ec.::b:a, e peri 

i-w'-K"ec C=£)rr-+r-t-r" ec. (=C) - 

e se ao, .16, «ono gli a«i di un'altra ellisse £, , 
risulta E. t x ::-ib:a,b s , il che lignifica 

Teor. CA« superficie di due ellissi Hanno 
fra in' ■> carne il ietiitnf>oto de re spettivi assi. 

$. >4Ì. Tarmioiaan ron due ..,,1 . ./, m del- 
la formold y=a'x-t-Vu'y , -^b i del 2Ì7. 
Fatto x~i indi x=-a , e indicando il respelti- 
to valore d' y per mezzo delle ordinate Bl, Al' 
( F.* 5o ) ottiensi : 

Teor. li rettangolo delle ordinate di una tan- 
gente ellittica , corrispondenti agli estremi A , B 
del t.° asse, è costante ed =6*. 

S- i^G. Probi. 1.° J lati di un angolo retto , che 
si suppone abbracciare il perimetro di un'ellis- 
se, si muovono scivolando sul perimetro slesso: 
quat'è la curva descritta dal vertice? Soluz."* 
Indicando 

iy=a r x-i.V(a !l a" l ->-bz t ) 

due tangenti, scrivasi (161 ) in vece di a" 
ond' esprimere che s'incontrano ad angolo retto: 
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dalla 2.' ossia a'y=~x-*\ , (<i i -+b % a' i } 

traggasi (o'/-KS)»=an*-+6»a' a : 

Dalla 1/ (y-afx)*=a % a?*-*&» : e fatta la somma 

si avrà y' 1 — \-x ì =xt a -¥b a . Dunque la curva è il 

circolo concentrico il cui raggio r- ^(a^-i-b 1 ) . 

g. 247. Probi. 2.° Inscrivile un quadrato, in 
una data ellisse . fci trova ( F.* 49 ) 
x=nb: i/(a*-+b*)—. CG , retta che si costruisce 
prolungando la BD(=y/n*-t-b*) in F sinché ab- 
biasi DF=DC=b , ed abbassando da F la FG 
perpendicolare sul primo asse AB . 

Articolo III. 

Dell' Iperbole . 

%. 248 Quando N<c Vequaiìone My^-t-Nx^Q 
ove si suppone anche Q-=.a , prende la forma 

Posta la x=o si ha y=V - ^1 e facendo y=r>, 
risulta x—i/jp—a' . vale a dire 

Mutati 1 segni e fatta la moltiplicaiione per a'H'*, 

a^yì-b'ìx^^a'W ossia y a =^Car a -o' a )(**)...(o> 

(*) S> fom fl>o il dedurrei** 

„.,„... 

('*;. M.jtisi eli- l' L^ii.ii.one cllilllca si cangi» ntll' iperbolici mf 
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Supponendo xy=w>" i diametri 20', afe' si can- 
giano negli assi BA{=*a) (F." 54 ) , £>£(=a*). 

L'equazione 7=— dimostra die al 1." 

asse AB non corrisponde alcun punto della cur- 
va , perchè in ogni ponto del predetto asse è 
x*zn. 

Quando è=a V iperbola dicesi equilatera , ed è 
fra le iperbole ciò che il circolo fra le ellissi . 

Si considera l'asse conjupaio sfi, qualunque 
immaginario, per conservare l'analogia Ira l'equa- 
zioni ellittica ed iperbolica . 

349- Facendo, come (»34) a:b:±p si ha 
i a p 

^3=— , e le dicasi c l'ascissa CF, corrisponden- 
te all'ordinata ~p=FG , risulta 

p— ^Cc*-a E ) , cioè %"p~ c a -« a ; 
e perchè %lpi=$* si ha b , ossia CD, media geo- 
metrica fra BF(=c-+a) ed AF(--c-a'). L'arco 
il cui centrov4 ed il raggio AD(~CF= ci, de- 
termina nella verticale indefinita yy la DE=ib. 
Dati gli assi si ha ft=Va a -+* a . 

S- a5o. Calcolando FA/, ipotenusa del trigono 
FntP , si ottiene 

Cosi F'M^-ia e perciò F'M-FM=ia . 

Abbiasi una riga F'Af(=$) mobile intorno 
ad P, e preso un filo (■ ì-ia) se ne adatti 
un capo in M , l'altro in f . Siccome 
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la punta dì un ago che tenda it filo ed obbli- 
ghi la riga ad inclinarsi verso SA, descrive un 
arco iperbolico . 

Una semplice costruzione di alcuni punti è 
talvolta preferibile. Decritto un arco col cen- 
tro F ed un raggio arbitrario AQ , indi un al- 
tro col centro F' ed il raggio BO , la doppia 
interiezione M.m dà due punii della curva. 

Presa sulla MF la Mf=MF si bisechi la fF 
in g e la gM sarà tangente M. Infatti per qua- 
lunque altro punto n si ha 

Fn-fn[=Fn-Fn]<Ff<*ai™gMEgMfrMM'; 
dunque qualunque raggio M'M , luminoso o so- 
joro, diretto al punto F' , si riflette in F, e 
61 proprietà compete a tutta la superficie gene- 
rila; dalla rivoluzione dell'arco AMI intorno ad 
./ir.: quindi i punti F, F diconsi fuochi; 
Fìf,FH4, raggi vettori. 

Ogni raggio SM tendente in F si riflette 
duique verso F , ed una pupilla situata nella 
diraione MS vede in h il punto luminoso f . 

U retta CF[=CF=V r ^-b^=c] dicesi eccen- 
Inciti : la doppia ordinata ortogonale zFG è il 
paranelro p e si ha za: ibi p. 

J. 5l. Un calcolo simile a quello del §. zlj. 
dà l'eiuazione della tangente sotto la forma 

Wryfc-x,] ossia ...\p] ' 

come rare y=a'x-> r -'y/\a?a' 3 '-b ì \ . 
Quel'a della normale MN è 

r-7,=-^[-r-^,] °^y=- a ^^-*-yj l ■ • • (?) 

Basta fare y=o nell' equazioni (e), (a) pei ot- 
tenere 
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x[=CT%=£-i PT[=CP-CTy=^l^- (satan.) 

e quindi AliV=Av'Cc 1 ^ i -a*)'. 

$. a5a. Per tirare la tangente da un dato pun- 
to T (F.* 55 } si descriva col raggio TF l'ar- 
co F1L, indi un altro NP col centro F ed il 
faggio =aa : per f e pei punto 1 ove gli archi 
«' incontrano , conducasi la trasversale F'IQ ; il 
punto Afin cui essa taglia V iperbola sì congiun- 
ga con T , e la VM sarà tangente in M. 

$. 253. L'ipot. Xj=v> in a~ — , espressione à 

AT{=AC~CT) (F.-56) dà ^sd: dunque le 
si suppone il contatto ad un' infinita dislaii/a tal 
vertice, la tangente, che indichiamo per CV e 
dicesi astiatolo , passa pel centro : per deternì- 

nare ACV sia ./in perpendicolare in A: iella 
proporzione 

si faccia ;c ( =tqo e si scuoprirà che Ah dtgenera 
in An ed è =£: quindi tau.jtfCf— A, e l'equa- 
«ione degli assintoti CV , CV , è y=kLx . 



li foimoli ipciuuii tiretliHt. 
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§, 254. Pec «ferire l'iperbola agli aasinioti sia 
Cn-t , Ma ( parallela a CV)— 



1 ' Vcss+Fj 

e le note forinole 

j:=£cos,(.a;-i-ucos.u.3;;y=(aen.(.a;-i-useii.u,x 

divengono *fc= , J^^O . 

Pongasi i(a a -*fi")[=(jC0*]=» a . e sostituen- 
do la respettìva espressione A'x,y in 
a :i Y lt -b' 1 x 1 =~a^b' i si avrà fu=« a equazione ri- 
chiesta . Essa può ridursi fra gli elementi 

ricavando f— Ka '( .^V . «— -, sen 'V , 
senT^ ' sen-fl* 
Trasportata- l'origine in /, punto medio del- 
la Cri, se si fa Cl=i la lu=n> 1 si cangia in 

e dimostra essere i, u, quantità inverse, 
i cui respettivi limiti sono os , o. 

Condotta AE parallela a CV , i trigoni CM , 
Ci'v4 sono isosceli , Ak=A« , AICS è lozanga e 

u 1 ^C!.Al'^:(CI) 2 l=(A!) s (poiema dell' iperb.) 

Quando b—a la lozanga diviene un quadrata 
e iu=§a a . 

Moltiplicando per sen.fCf" si Jia 

rom.A^C«=rom.^/C/', e \qz.ADBE=1$qz AìCì'. 
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§. i55. Sieno Nn,Qa (F." 57) perpendicola- 
ri al 1.° asse prolungato, Ax , e siccome 
PQ—jLr, QR(=PQ~PR)=!L(xW1^>), 

Bq==L{x-*Vx*-a a ), si avrà 

Cosi NM.Mn=b*: d'altronde QR Rq=qm.mQ: 
dunque qm.mQ—MN.Mn ■ Una 3." trasversale 
FMmG dà 

mQ;MN\:mF:MFiMn:mq::MG.mG; 
e perchè si è trovato mQ:MN:<Mn;mq , risulta 
mF-.MFy.MG-.mG-, quindi 
mF-MFi=Mmy,MF: ;MG-mG(=Mm):mG, 
ciak MF=mG . Perciò, trasportando parallela- 
mente la FG finché divenga tangente in e, si 

Za tangente prolungala sino agli assìntod è 
dunque bipartita nel contatto . 

5. a56. Con un calcolo simile a quello de' 55- 
34^ > > ovvero sostituendo -è* , -l/ 1 per 4* , V * 
(345) si seuapre che sussistono per rapporto 
all'iperbola due teoremi analoghi a quelli de' ci- 
tati SJ. 243,243, cioè 

ab=Hi'ir'seo.tu, a'-fc^a'*-^'* : 
Si unisce alle precedenti l' equazione 

a a tan dx ta'n . ux-b a =o 
analoga all'equazione (1) del §. testé citato, per 
soddisfare al problema. Dati tre degli elementi 

a,b,a' ,b' t tx,ux , determinare il valore degli 
altri. 
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Articolo IV. 

Della Parabola. 

$. 357. L' equazione y 2 —px ( 121 n.°i. 6 ) mo- 
stra chela parabola passa per l'origine A (F." 5«)> 
che i quadrali delle ordinale MP stanno cime 
le ascisse; e che P M ^-PM' . 

Indicando la retta ~p con 1' ordiuata rettan- 
golare FG , e dicendo c la sua ascissa AF , si 
ha ip'^pc ossia p^/fc : dunque la richiesta li- 
nea retta ±p equivale all'ordinata eh' è doppia 

J. 2 58. Per far si che la distanza ira' il punto 
M[x,y) ed un punto interno fi 

Cioè 

sia razionale , fa d* uopo supporre y,— O ed 
x x ~-i-(p-2X / )X'+x/' nn quadrato, vale a dire 
x/^'p-zx,)* os=ia iry=*i>. Dunque u esiste 
nell'asse Ax , e distante dal vertice della quan- 
tità AF=C, e si ha 

S\=FM=V[(x-}p-)^px]i=x-^ P . 
Sul prolungamento di Àx prendasi AB=AF ', 
per 3 si tiri la DD? , per M la ML perpendi- 
colare a DDt come questa ad Ax, e si avri 
ML=BF-+FP<=AP-+AP^p-¥x=FM. 

La DD 1 si chiama direttrice : 

Nel punto F di una squadra BLF' si fermi 
un filo = LF\ l'altro capo sia in F, e la pun- 
ta di un ago elle applichi il filo sul braccio FL 
mentre l'altro BL scorre lungo la BD" , segne- 
rà sul piano xBD 1 una parabola, la cui arapiei- 
*a dipende dalla BF . 
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èia E il punto medio di FL , si conduca la 
7* £7"; da un suo punto m si tirino mF,mL, 
indi roQ per pen dicola re a BD 1 , e perchè 
mF(=mL)->mQ , sarà m fuori della parabola, e 
nel suo perimetro il solo punto M: perciò la T'MT 

è tangente in M. Ma FME=EML=F'M T : 
dunque qualunque raggio F'M parallelo ad Ax 
si riflette in F, che perciò dicesi fatico; punto 
il cui uso catottrico e stentor. 'fonico , si rende 
interessante, se abbiasi uno specchio generato 
dalla rivoluzione di una seraiparabola AMS' in- 
torno all'ade Ax . 11 celebre Fotoforo, che dai 
•faro di Alessandria additava ai naviganti l'im- 
boccatura di quel porto, era un'insigne appli- 
cazione dell'esposto principio. 

Per tirare la tangente da un punto esterno 
m' si descriva un circolo col centro in m' ed il 
raggio m'F; per L dove incontra BFf conduca- 
si la parallela ad Ax, e la sua intersezione col 
ramo AS' darà il contatto M. Intatti ML=MF, 
ed è m'L=m'F per costruzione; dunque 

m'ML=m'MF ; e perchè m'ML=mMF risulta 

m'MF—mMF . 
$. a5c,. La eliminazione d' y fra y*=px ed 

di f*-+*my l (x-x l )-+m*(x-xù*=px : quindi 

• r:= Ì i l'" a - E '"' 7 '/'" t "5P r±v/ C ma ^ x /- n, P^- + ?P a ).} 
e la trasversale diviene tangente quando i valo- 
ri d' x sono eguali, il che suppone: 

m a x r my l -+^p=o, cioè m~~\y / ^±Vy'' l -px,i j 
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ma Se il dato punto C#,iJ/) è nel perimetro pa- 
rabolico il radicale svanisce e resta m—Xi^\ dun- 
que l'equazione dalla retta che tocca la para- 
bola nel punto r x,,y,'), è 

y-yr=~^' x ^ y=^^fn — CO 

e per trasformarla in y—mx-^E- , equazione ana- 
loga a quella espressa con la forinola (m') del 
g. 2^7. basta rappresentare la tangente per 
y=mx~+a , eliminare y fra questa ed y^—px , 
e rendere uguali i valori d' x . 

La normale MN ha per equazione (iSa) 

y-Yi=~ X -^-ix-xì ^sia y=^x^y t ^L (» 

L'ipotesi y=0 nell'equazione (f) dà x t — -x 
cioè AT=AP ;e PT(=AT-i-AP)^2x(sottaa S .) 

Facendo y=o, mediante la sostituzione di pxf 
per y* n eli' equazione (s) , si ha x ossia 
AN=^p-¥X i ; perciò 
PN^=AN-AP)=lp C sunnorm. ) 

iWV[= v'f y'+PN)]=)/plx-**p] (norm.) 
Da' trìgoni simili -4£F, TEF si deduce 
FE*=ip.Fr- ÌpFM=c.FM , 
e perchè .F£ è perpendicolare ad MT si verìfi- 
ca; che le perpeudiculari dal fuoco sulle tangen- 
ti stanno in ragione sudduplicata de' raggi vettori. 

J. 260. Per passare dagli assi rettangoli Ax,Ay 
agli assi obbliquì MF , MT , sì osservi : 

1.* ohe essendo t.x=o, il sistema / del §. diviene 
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x --a-t-t-t-ucos.u^e , y=$-±-u%Ko.u.X 




5.° Che TP-.PM ossia 2*:/3::i:tan.u.a:, 



vale a dire tan.o.a:=^.; quindi 

""■^ gft^y)] e la ttasfMmata 

^en.*o.^.^' 1 -^-[2(35en.«.x-pcos.«.r]u=^p(-+■p<l^-(3• 
■i riduce ad (4»-f-/?)/ : dunque : 

Teor. Oftni diametri) AfF biseca le eorde JV.V, 
parallele alla tangente condotta pel suo vertice, 
ed il suo parametro 

4»-^[ -4C AP-t-AB) ~l^ME—^MF] 
è -=al quadruplo della distanza tra 't fuoco ed 
U vertice . 

Ecco un'elegante dimostrazione sintetica della 
i.* parte di questo teorema. 

Essendo ( F.' 5g) fi/C parallela alla m tan- 
gente in M , ed MF* un diametro e perciò pa- 
rallelo all' asse Ax , si prolunghi FM sino alla 
Diy in £ ed EF sino alla NC in /, e si con- 
ducano NQ'.CG, perpendicolari alla DO", Ec- 
come (a58) NQ 1 =FfF e CG—CF, se si descri- 
vono coi centri N,C e coi raggi NO 1 , CF, due 
circoli, il i.° toccherà la DD 1 in Qf e taglierà 
la EF in un a.° punto H, e perchè 
M'it=^o°=NIn, sarà F1=*1H e CF=CH=>CG; 
il i.° circolo passa dunque per H e per G ove 
tocca la DD' , e si ha 

£F.£ff=(Q'É) a =(£G) 1 , cioè QE=EG; 
«d in forza delle parallele NQ,',R£,CG, 
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KR--HC::DE:EG, vale a dire NR=RC, come ce. 

$. 361. Bipartir» la QR in C ( F.' Go ) si tiri 
il diametro PCz e si congiunga P con Q ed /f : 
li bisechi PR in C e tracciato il diametro fa' 
si unisca i" eoo f ed /f. Condotte le fa, Ci/ 
parallele a Qiì, in forza della u*—(^-¥py 
risulta Pa;PC\:(<*P')*:(CRy; e perchè 
uf^'C^CC"^^, si ha P<*=\PC. 

D'altronde /V=|PC : dunque 

«/= ÌWjrV=iw'£7 , e però 
( trig.P'JÌC' :trig.C7fC"; :PC: C'C: : 1 : a J 
f trig.C'/iC":trig./ 1 iìC::(C'C"j a :C/ , C) 1 :: i:4f 
Quindi trig.PflCsStrig.P'/IC', e raddoppiando 

trig.QPfl-Strig./Vfl . 
Proceda*, alla nazione delle fR,PF, ec. eri 
troverà ttie.PP'R ottuplo di ciascuno de" due tri- 
goni inscritti, ed insistenti sulle FP,P'R,t 
cosi ec. Avvertasi che le bisezioni C,e / dumio 
due trigoni ; quattro le bisezioni delle 
PR,PF t Pp,pb; otto nuclle delle corde susse- 
guenti , ec. e m concluderà essere lo spazio 

QAPPRQ-tn % .QPR{t^ «.) 
J =trig.p/'itfi-HÌ-+^-+^-t.ec.)=:(68)3trig.Q/ , fl. 

Quando la QR è perpendicolare all'asse Ax 
«tome la Q7t , si ha Q'MAKR^ trig .(?AR= 
f rettang. ÌVQ' ed HAPRH=%xy , eioè uguale a | 
del rellango/o fatto dalle coordinate ortogonali 
che determinano f arco parabolico . 

$. z6a. Probi. 1.° Dato un circo/o di grandez- 
za e di posizione , e per rapporto ad esso una 
retta , trovare la linea che comprende i centri 
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di culli ì circoli che toccano T uno e /* altra . 

Soluzione. Collocato l'asse Ax sulla retta da- 
ta , si faccia passare Ay per la perpendicolare 
CA(_=p) (F.'6i ) condotta dal centro C del 
dato circolo, il cui raggio r, e supposto C' il 
centro di un circolo richiesto facciasi la C'M , 
(perpendicolare ad Ax)=y ,AM=^c , e si tiri 
CD parallela ad Ax . Siccome 

CD=AM=x s CC'=CB-+C'M=r+y, 
e CD=CA-DA=CA-C'M=p-y , risulta 
r r-vy)*=(p-y) a -Hr a , cioè 
x*=2(p-¥r)y-t-r' l -p* , : equazione della parabola. 

S- a63. Probi, a." E dato un punto M{x,,y^ 
e si dimanda la linea de' centri di tutti i circo- 
li che passano per M e toccano V asse Ay . 

Soluz." Sia (x,y) il centro C di uno liei cir- 
coli richiesti , r il suo raggio , e tirata da C 
la perpendicolare sulla y t si avrà un trigono or- 
togonale in cui (js,-ay*H b(y l ~y)*=r 3 ; e per- 
chè la retta che unisce il centro C col contat- 
to sull'asse Ay è nel tempo stesso =r ed =x , 
sostituito x per r si ottiene l'equazione parabo- 
lica y 1 -yy r 2x / x-t-x*-t-y/=o . 

§. 264. Probi. 3.° Si dimanda la linea che vie- 
ne descritta dal vertice di un angolo retto , ì 
cui lati scorrono sul perimetro di una parabola . 

Soluzione . Indicando una tangente per 
j=m:r- (-^ ( 2 55) è y~-—x-\mp 
quella della tangente ad essa perpendicolare. Tol- 
ta la 2.' equazione dalla 1.', il che suppone la 
loro coesistenza) e limita il calcolo all' interse- 



ca (m-f—X*-^/ 1 ) > cioè X= ~ÌP > 
valore che caratterizza la direttrice. 
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Articolo V. 
Costruzione deli' equazioni del giada 3.° e del 4. 0 

§. 266. Per soddisfare ad un problema geome- 
trico dipendente da luna dell'equazioni 

x 3 — MX-i-b—o , x*=tax*-+bx-t-cz=o , 
dove a, b, c debbon' essere di una dimensione re- 
spettivamente doppia, tripla ^quadrupla, fa d'uo- 
po determinare con metodo geometrico tante li- 
nee rette eguali ai respettivi valori reali d'x, e 
ciò si ottiene nella maniera seguente . Scelta 
1' equazione di una parabola x"=py si elimini 
x % ed x** dalla 2.' delle proposte , e la curva 
espressa dalla risultante p^y'^^kapy—i-bx-c—o in- 
contrerà la parabola prescelta io tanti punti , 
ono i reali valori d'i, perchè il sistema 
<x'=py ...fi); pV^ W ^-=0... (i)> 
mediani.' U t-li 111 in azione d' y produce appunto 
1" equazione di cui si tratta: per consc^n.iiz.i lo 
x rappresentano le ascisse corrispondenti alle in. 
tersenoui, e queste, ( sempre immuni da imma- 
pinarìctà quando le j. «uno reali, perchè y è di 
1.* grado nel!' ausiliare x'-.-ipy) sono due o quat- 
tro come i reali valori A' x. Basta dunque eostrui- 
re insieme le curve (1), (2), ed a tale ometto 
si riduce la a,* ad uoa più semplice l'orma, eli- 
minandone il ì." termine con fare y— za — , il 
ap 

che dà 

■•■■<* 

Se fl-co si alzi sul! asse Ax la perpendicolare 
=iL; per la sua sommità si tiri ad Ax la pa- 
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rallela, che sarà l'asse delle z: si fa z—o in (a) 
per averne il vertice, che resta determinalo dal- 
la i^csa 1 ) : 46 . Cosi nulla manca per de- 
scrivere la parabola (y) , di cui sì conosce il 
vertice, l'asse ed il parametro Descritta Tal- 
Ira parabola (i) col vertice in A, l'asse Ay ed 
il parametro p , si appurino le ascisse corri- 
spondenti òlle intersezioni dell* due parabole, e 
de-.'*: costituiranno le soluzioui richieste. Quan- 
do le soluzioni non sono che due, l'asse della 
parabola (à) pa.ia ol diiotiu di Ax ed a tal Hi' 
stanza , che il tuo rama inferiori: piò. non giun- 
ge alla parabola (i). Non esiste soluzioni: ic 
— (>0) tanto sia grande , che la parabola (3) ca- 
da intieramente al di sotto di Ax . 

§. 1S6. Lo stesso intento può anche conseguir- 
ai per mezzo dell'ìperbola equilatera e del cir- 

Giacchè c dev'essere di quadruplice dimensio- 
ne cioè della forma aftyS , e può dedursi 
«(3— ,yS^d z , scrivasi a;*-aj; a -t-fcc-K; 3 cP=o, 
ed assunta l'ausiliare xy=cd si trasformi l'ante- 
cedente in x*-ax t -+bx~i-x 1 y 2 -=o . Mediante la 
divisione per si vedrà eh' essa equivale ad 

x a -a-t--~-+y 1 '=20 , cioè all' equazione circolare 

x 2 -^-*-— -a=o , la quale facendo y=z- A- 
ed ned 

si riduce a z^-^^^a-^—^ , e dimostra che il 
raggio è =V(a-+\-^-^ . Per rinvenire la posi- 
zione del centro si concepisca (F." n ) traslo- 
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calo il sistema degli assi in guisa che 1' origine 
a cada in q , il che riduce a=o nell'equazio- 
ne (a) del $. 2z3. e poi ax (F.'ji) sollevisi lino 
a coincidere con la mn . Posta la Cn=^^ la 
citata equazione diviene 

equivalente ad jr a --^r-hx a =a. Ma fatto 

,b . . C , 
y=^- i attiene « H^-^^a 

ossia z I -4-i ! =d— i-^-^-j i equazione proposta . 
Dunque il centro del circolo richiesto è nell'estre- 
mo della retta =5^1 tirata per l'origine nella 
direzione delle y negative . 

La costruzione della jt :! -NU:-+t=o , . moltiplica- 
ta per 1 , dipende dal metodo del $. a65 , e si 
tratta come la general' equazione di 4.° grado 
nell'ipotesi che sia c=o. 

Problema . Si dimanda un cubo doppio di un 
cubo dato . SoIub." Siccome nella progressio- 
ne aiar-.a^-ar^ sta a 3 :(ay) 3 V.a-.ar' , chia- 
mando x,y i termini intermedi flf,ar a , e fa- 
cendo a=i,ar 3 =2, basta determinare geometri- 
camente le rette x,y per mezzo dell'equazioni 
ar*==y , y a =ai j e perchè il circolo più facilmen- 
te si descrive della parabola , disegnata questa , 
cioè y a =3* , giova costruire le sue intersezioni 
col circolo y 3 -*-! 2 - y- 31=0 , equazione che si ot- 
tiene sommando quelle del problema: e posto 
x=u-t-i , y=a-+i , diviene u a -+-z*=i— t-J . 

Si prenda sull'asse della parabola precedente 
un'ascissa =i , al suo estremo s'innalzi la per- 
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peudicolare =J, e la tetta che congiunge il ver- 
tice della parabola con la sommila della perpen- 
dicolare, costituirà il raggio del circolo richie- 
sto; circolo il cui centro è nella sommità della 
predetta perpendicolare. Le coordinate del pun- 
to dove la parabola è incontrata dal circolo, pre- 
scindendo dal vertice parabolico, sono le medie 
proporzionali soddisfacenti al problema. Esso è 
celebre perchè proposto dall'oracolo di Deh agli 
abitatori di quell'isola, che lo consultarono per 
sapere quanto avrebbe durato 1' influenza pesti- 
lenziale che infestava la loro patria Cesserà la 
peste quando avrete raddoppialo /' aitare . ( Esso 
era cubico e di oro. ) 

E singolarmente ingegnosa la soluzione geo- 
metrica immaginata dall insigne Geometra Ar- 
chita di Taranto. 

§. 267. Prescelta coni' equazione parabolica au- 
jiliare la nty=x s, -+nx si ha x'+=(my-nx) 3 : l'equa- 
zione di 4.° grado si cangia in 

m' 1 y I —zmnxy+(a-¥n i ')x 3 -+bx-+C=o , 
e togliendone mp^my-x 1 -nx) , cioè il moltiplice 
mp dell'ausiliare, si ottiene , 
m 3 y' 1 ^mnxy-t-(<i-^rnp-i-a :l )x 2 -i-(b-hinnp)x-m 2 py-i-c=o 
Ma questa si riferisce alla parabola, all'ellisse, 
all'iperbola, al circolo, secondo che abbiasi (221) 

a-+mp=o, a-*-mp>o, a-+">p<o-,n=o e p=m-—(*) 

(*) Infatti li ha y»+, a ^.-^i_^B_±.y =_ ^ e d aggiun- 

't~v)--£ - , 
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Dunque le risolventi di un'equazione dei terzo 
grado o del quarto, possono costruirsi per mez- 
zo di una parabola combinata con una delle cur- 
ve di a." grado. Basta un cenno per vedere che 
due circoli sono inetti alla costruzione di cui si 
tratta . Abbiansi i circoli 

Tolta la i.* dalla 2.' si ha 
y=[ a /H.JV+r/-**-0*-r^ 2 ( a - a >] ::i (f3-,3 ( ) 
e questa espressione sostituita in una delle pro- 
poste somministra un'equazione di 2° grado: 
dunque le intersezioni di due circoli non posso- 
no essere più di due, e però le ascisse corri- 
spondenti escludono il quadruplice significato 
competente all'incognita di un'equazione di 
grado. 

CAPITOLO VII. ' 

Delle Curve trascendenti e di alcune di un 
grado superiore al a.° . 

§. 268. Oltre i problemi geometrici che di- 
pendono dalle curve algebriche di 2.° grado , e 
che gli antichi dissero problemi solidi, perchè 
supponevano necessaria la compenetrazione delle 
superficie coniche su cui le concepivano, innu- 
merabili altri n'esistono, da essi detti lineari, 
per la costruzione de' quali si richiedono curve 
di un grado più elevato, 0 non esprimibili coi 
soli simboli dell'algoritmo algebrico. Tralascia- 
ta la discussione dell' equazioni generali del 3.* 
e del 4.° grado fra le indetcrminate x , y , di- 
scussione meno interessante ma complicata e dif- 
ficilissima , eh' esigerebbe pel 5.° grado la distin- 
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rione di sedici generi , ciascuno suddivisibile in 
molle specie, ci proponiamo di dare un'idea di 
alcune fra le più rinomate curve trascendenti, 
' ine dì quelle tra le curve di un 
, che hanno meritata in qualche- 
e de' Geometri . 
La prima nozione di una curva può conce- 
pirsi in quattro maniere : 

i.° Immaginando un meccanismo atto a disegnar- 
lello del §.334. 



lal'è quello 
serie di pur 



e collocati a 
aendo le y, corrispondenti a moltis 



un dat 
4.'» 



§. 2% Alzate in agni punto di una indefini- 
ta retta Ax le respetti ve perpendicolari , pren- 
dasi tal lunghezza su ciascheduna, partendo sem- 
pre dal suo piede, che la prima in A, ove 1=0, 

una progressione geometrica, e congiunte le som- 
mità di tutte si adombrerà una curva , chiama- 
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ta logaritmica e logìstica , 



ritmico, ed ha per equazione x—Al.y ossia 

e — y , d'onde j^=e ; e posto e =a, y=a (43)i 
dove la costante A esprime il modulo. Siccome ad 
a 30 corrisponde (69 n." IV. ) y>oo , alla destra 
dell' origine la logaritmica si discosta indefinita- 

sta nello spazio alla sinistra, senza mai toccar- 
lo, perchè l'evanescenza à' y suppone x— -oo . 

§. 370. La logaritmica può descriversi con mo- 
to continuo, e ciò per mezzo dell'ingegnoso stru- 
mento ideato dal marchese Paletti . 11 seguente 
metodo serve a tracciarla per putiti . 
Dividasi una retta in piccole parti eguali e sieuo 

1, 3,. ..(«-■),». ..(n),», 
i punti di divisione: in ciascuna s'innalzi la per- 
pendicolare ; prendasi 1' ultima verso la destra 
di un'arbitraria grandezza, e si congiunga la 
sommiti s di'll'ullinià perpendicolare anzidetta con 
un intermedio punto di divisione, a per esempio; 
il punto j[ in cni la penultima perpendicolare 
è tagliata dalla detta »i si unisca col punto n-t : 
questa retta s,{n~i) segherà l'antepenultima per- 
pmd.cuUrc in un punto j 2 : proseguaci quanta 
basta ed i punti s, s, , j, ec. , tutti spettanti al- 
la li^isticd , si-.TiirrHnno la traccia per I' approssi- 
mativa descrizione della medesima . (*) 



i tìeicriurt qualcht figuri. 
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5. xji. II precedente metodo suppone costante 
il valore della sottangente , e tal veliti si scuo- 
pre nella seguente maniera . 

quella d' y ; nell' equazione 

pongasi a= y , (3— e sarà 

che fatta la infinitesima diviene * 

(69) W.y=Ì. 
Ora la differenza tra le due 

x-^x^AKjr+Sy) , x=Al. y , dà 
te{=Al£ÈCy*i,l. r , cioè ^JtM^A: 

quando le $x , Sy sono infinitesime tali pur sono 
i Iati del poligono (182 n.°JU) ,e la forinola 
coincide con quella della sottangente (i8z): dun- 

§. 272. Se un circolo toccato in A da una 
retta orizzontale (F." 62.) venga spinto in gui- 
sa, che la circonferenza successivamenle vi si 
applichi senza strisciarvi , il punto A gradata- 
mente s'innalza sino all'altezza de^diametro ver- 
ticale DE, per deprimersi poi sino a tornare 
sulla retta in B, ed in forza di tal moto, com- 
posto di traslazione e di rotazione, descrive una 
curva di cui AB è la base; ED, perpendico- 
lare dal vertice E sulla metà di AB, Y asse : 
curva celebre, si per le conlese d'insigni Geo- 
metri che per le singolari sue proprietà mecca- 
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m'che e ben nota anche al Cardinale Nicu/ao 
di Cusa (*) sotto il nome di Cicloide. Quan- 
do prevale il moto di traslazione si ha la cicloi- 
de allungala; l'accorciata se prevalga quello di 
rotazione : sostituendo alla retta AB una circon- 
ÌL-n;[i/:i cireùhn: «ttiensi una curva ben diversa 
eli..: dicesi ci'iciduiilc . 

S. 273. Ogni corda, parallela alla base, essen- 
do per la natura della cicloide bìparita dall'as- 
se (**), la metà di una, come FGH può riguar- 
darsi come l'ordinata ortogonale y , la cui ascissa 
EH=x:EGD 6 il circolo genitore, considerato 
nella metà 'del suo corso. Notisi che l'eguaglian- 
za degli archi Ffl, GgD produce AIF=ADG; 
che quindi ne deriva FI parallela alla OD ed 
FG=ID : si avverta che AÌ—ar.Ffl , giacché A 
si trasferisce in F mediante la rotazione, che fa 
succubi vamente combaciare l'arco Ffl con AI, 
e siccome AD=EGgD, si concluderà essere ar.GE 
ossìa u=lD=FG ; dunque detto r il raggio CE, 

j y =B-Wsen.«, r=r(i-cos.uj ( 
(y-u)*=2r*-* a ed y==t V ari-i^-t-u, (eq. della cicl.) 
dove u può esprimersi per ar^ea.y/nrx-x^ ■ 

k. 274. Quando non si possiede la macchina 
necessaria per descrivere la cicloide con moto 
continuo, riesce opportuno il seguente metodo. 

Divisa la semibase AD in un certo n.° di 
parti eguali , ed in altrettante la circonferenza 
del circolo OLE, dal punto D si tirino le cor- 
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de ai punti di divisionerda ogni punto I si con- 
duca la parallela alla corrispondente corda DG, 
ed i! punto F in cui la parallela suddetta ver- 
rà segata dal prolungamento dell'ordinala GH 
sarà nel perimetro cicloidale. 

§. 275. Condotta l'ordinata MLN vicinissima 
alla FGH si tiri la Fm parallela all'archetto GL, 
e si concepisca la tangente in G prolungata fin- 
ché incontri nel punto T la tangente in F, che 
equivale al prolungamento dell' archetto MF . 
Siccome anche la GT è il prolungamento dell'ar- 
chetto LG, sono simili ì trigoni MFm, FTG: 
ma Mm--Fm perchè ML-FG--zzar.LGE-ar.GE-. 

dunque FG" GT: d'altronde EGH=EGT: per 
conseguenza ET parallela alla corda GE, e per 
tirare la tangente in un dato punto F del pe- 
rimetro cicloidale si disegna la corda GE , e la 
parallela ad essa per F è la tangente richiesta . 

§. 376. Aliando gradatamente l'estremo A di 
un filo inestensibile, applicato sulla convessità di 
una data curva ALHG ( F." 63.) si descrive una 
curva ABCDR, che dicesi sviluppante per rap- 
porto alla proposta che n'è la sviluppata : i suc- 
cessivi tratti BL, CH ec. de! filo steso in linea 
retta, (raggi osculatori e di curvatura della 2." 
curva ) costituiscono altrettante tangenti della i." 
Diciamo che i predetti raggi sono perpendicola- 
ri alla sviluppante . Sia la retta PQ perpendi- 
colare all'estremo C del raggio CH, e qualora 
li provi che tutti i punti della PQ, eccettuato 
C, sono fuori della curva ACR , sarà certo chs 
la PQ è tangente in C, ed in conseguenza che 
CH è perpendicolare alla sviluppante ACR net 
predetto punto. 

Hreso un punto B intermedio a C ed A, si 
«onrepisca il raggio BL prolungato sino al rag? 
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gio CH in /, e si tiri la eorda IH, ìndi la rut- 
ta HBM, che incontri la PQ in M. La retta 
come obbliqua alla PQ , è >CH: ma 
CH=ar.ALH , BL=ar.AL, cor.LH<.ar.LH , e 
perciò la spedata 5Z,/r", e molto più la BH<CH: 
dunque il punto M è oltre la convessità della 
sviluppante. Passando a considerare un punto D, 
situato al di là de! punto C , si concepisca il 
raggio FD che incontri CH in E, PO in N. 
La EN , come obbliqua alla PQ , è > CWfi : 
ma DEF=CH-\-ar.HF ; e perchè la spezzata 
HE+EF>ar.HF , si ha DEF< CHE-t- EF ossia 
PECCHE: dunque il punto iV è fuori del pe- 
rimetro: dunque ec. Or' è facile il provare che 
niun' altra curva condotta per A può segare ad 
angolo retto i ra^i LB, HC , FD ec. , poiché 
ciò subito si verifica sostituendo alla sviluppan- 
te un poligono di piccolissimi lati, ed .i.ssuihch- 
do in vece della nuova curva un altro poligono 
come sopra, che abbia un vertice nel punto A, 
comune col precedente. Dunque si può stabilire: 
che una curva è la sviluppante di un' ahi a, quan- 
do è perpendicolare a tulli i raggi osculatol i uè. 
rivanti dallo sviluppamento dì questa . 

§. 277. Sia la semicicloide BGD {F.'Gij il 
cui asse BA, la semibase AD, e prolungata la 
DC, eguale e parallela alla BA, sino in F sic- 
ché CF=CD, suppongasi descritta una a.' ìb- 
micicloide FMB, eguale alla i.": pel punto G 
di questa sì tiri la tangente GM , e si vedrà , che 
attese le parallele BH, 1G, le Bl, HG , anch'es- 
se parallele fra loro, sono eguali, e che 
BI{~HG)=. ar.BH . Ma quando il semiciclo 
CPF giunge in / l'arco MI risulta —Bl; dun. 
qne ar-Ml=ar.BH; cor.Ml=:cor.BH=JG e 

B1M=1BH^ HG1; e per le parallele Bl, HG , 
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la MI dev'essere il prolungamento della IG. Ti- 
rata la MN tangente della cicloide BMF, è cer- 
to ch'ella riesce perpendicolare ad MG, poiché 
MN= e parallela a PF, MI-- e parallela a 
PC, IMN~-CPF=yo? Dunque la cicloide BMF 
ìiu-uutra ad angolo retto qualunque tangente GM 
della cicloide BGD, n' è per conseguenza la svi- 
luppante, e si verifica: 

Teor. Che la sviluppante delia cicloide è un'al- 
tra cicloide eguale alla sviluppata , ma posta in 
una situazione inversa . 

$. 278. Quando il filo sviluppato giunge in F , 
la tangente DF , allora perpendicolare in D ad 
AD, risulta perpendicolare in C alla BC , e 
cade sull'asse CF della cicloide BMF: ma 
DF=perim.BGD^=2diam.Cf : dunque il peri- 
metro BGD=iCF=%CD e si ha: 

Teor. Che il perimetro cicloidale eguaglia il 
quadruplo diametro del circolo genitore . 

§. 279. Aumentando indefinitamente il nu- 
mero de'Iati componenti il poligono regolare di cul 
(218), il poligono degenera in cìrcolo , ed il peri- 
metro AMNOPQH(¥.' 65) diventa quello della 
cicloide, avente per base la retta Ali e per as- 
«e il diametro del predetto circolo: dunque: 
? a/a della cicloide à tripla del circolo genitore. 
Ci rincresce di dover tralasciare i semmenti ri. 
cloidali , argomento difficile che altamente «ne- 
ro il preclari ssiuiu ingegno di Pascal, 

Terminiamo con osservare, che quando (F.* 62) 
AD-> citconf. DGE , <■ per qualunque punto F 
» I1.1 la pt^pcriiuiie Ali. I H. ;v :nr, Gì; , l.i cur- 
va costituita dai punti F , dicesi Trocoide ; e che 
tal curva , qualora suppongasi estremamente allun- 
gata , è quella in cui conformasi una corda tesa , 
la quale venga distratta dalla sua naturai posi- 
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liooe. Oebbnnsi a Taylor \>- prime idee fonda- 
mentali di quatto bui problema, da lui crosti! 
nell'insigne Opera the ha per titolo Methodus 
J/it tementvium: idee che furono purtate in >.p- 
gitilo ad un alto sra^o di successivo ralTinani<rn 
to da Gio, e Daniele Beraouttt , da Luler , 
D' Alembert e Lsif-rangia . 

§. 280. Per un punto C sì liti un asse ver- 
ticale indefinito, indi un raggio vettore r : di 
nota grandezza, die faccia con l'asse un ango- 
lo arbitrario 6, e bipartito questo con una ret- 
ta, si alzi all' estremo di r, la perpendicolare , 
che incontrerà la retta precedente , e determi- 
nerà un 2.° raggio vettore r 2 : si bisechi 1' an- 
golo ^8 fatto da ra con l'asse, e la perpendico- 
Lrij ail' estremo di r a incontrerà la retta che 
biseca J9 , e determinerà un 3.° raggio r 3 ec. 
Nasce cosi la doppia serie 

r a , * ; r a , ih r s , ifl ; r, ,JLS ; . . . , J-9 , 

ed un corrispondente numero di trigoni ortogo- 
nali, dai quali, cominciando dal 1.°, respeltiva- 
mente si ritrae 

e ^ilMXr 1 :r»=_ is -i^_ pl ec. I. S en„.l. 



n4 "' cos.^eos.-^cos.-^S . . . eos.^fl 

formola , che fatto n=a> , esprime il raggio vet- 
tore verticale R : ma 
stn.fcasen. 56005.^1 sen.^S^isen-^cos.^; ec. 
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determina un' indefinita serie di raggi vettori , 
che stanno ai respettivi r, r, , r a ec. come 
É;sb"— fl, ed insieme co-titui*rono due nuovi va- 
nii, inti-iiori e notabili lieti ti: discosti dai primi: 
dalla sostituzione di 4t -i deriva una 3.' cop- 
pia di rami anche più ristretta, e cosi all' ititi- . 
nito; quindi ha origine una serie di foglie sem- 
pre più raccolte, aventi per limite il punto C. 

§. 281. La Cardioide è una curva algebrica 
di 4.° ordine., simile alla Sfogliata, la cui trac- 
cia disegnasi con prolungare le corde condotte da 
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Uno stesso punto della circonferenza di un circo- 
lo , finché il prolunga in ni tu urinigli il diametro . 

§. 282. Una tangente BT all'estremo B di un 
diametro circolare BA sì trasferisca con molo 
uniforme, parallelamente a se stessa, scivolando 
col suo piede B sui predetto diametro; intanto 
il raggio CZf(— r) rivolgasi equabilmente intor- 
no al centro, nella direzione della tangente, e 
stia ia velocità dell'uno a quella dell'altra co- 
me |t:t. La linea che comprende tutte le suc- 
cessive intersezioni della tangente col raggio è 
la Quadratrice di Dine-strato . 

5ia x l'ascissa centrale CP, y l'ordinata MP,i 
l'arco circolare determinato dalla CM prolun- 
gata sino alla tangente ,*e si avrà r-x:t)y.r:%r , 

cioè l=^-*)=4r-^ 
r ar 

r-i:6'.:r:£x, cioè u=|t(i— 1) . 

D' altronde x ■ y>'.r : : dunque 

jr= CO 



<•-) • 

x(r-^H^.-+ < ^^— 



e fatto r=o s_ __. 
sia l'asse minore l=r ! *;ÌT, risultamelo che fa 
dipendere 1* adequato valore di $ir , cioè la qua- 
dratura del circolo , dal solo elemento / : quindi 
il nome di quadratrice . 
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La precetta curva è comporta di ciuf rami 
eguali c Minili , ] quali si e, tendono indefin ita- 
meo te ai di tulio diri diametro, e si concepisco- 
no geoeiHti dalle inltT-ej.iiini del raggio raddop- 
piato , con la tangenti" che retrocede verso la si- 
nistri! dì B o progredisce oltre A. Tali rami 
hanno per respetlivo asintoto la tangente indefi- 
nita, trasportata parallelamente alla distanza r ol- 
tre A ed innanzi a B. Infatti, se si trasporta 

^-- r -^tan.jl-a; , e posta la x negativa risulla 

^=-^lt£tan.;— x , dove ad y=aa corrisponde 

r r * 

tan.i — ao ; tan.Jr^co : dunque x~r • 

S. 2 83. Se un punto B, situato all'estremo B 
di un diametro circolare BA, percorre con moto 
equabile la tangente in B, mentre lungo la tan- 
gente con eguale velocità si aggira intorno al cen- 
tro, vien descritta la Coclea. 11 Calcolo Differ. 
insegna a condurle la tangente in un dato punto 
ed a quadrarne la superficie : si trova che dopo la 

i." rivoluzione essa è, detratto il circolo,=^^- 

dove it è la circonferenza; che dopo la 3.* è 

Supponendo che il moto di proiezione de! pun- 
to B proceda lungo una retta alzata in un pun- 
to della circonferenza, perpendicolarmente al pia- 
no del circolo, si ha la Coclea ascendente, cur- 
va il cui perimetro è — cVa dopo la I.* rivolu- 
zione circolare; =ac/j dopo la a." ,e cosi ec. 
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^. 284. Una curva anàloga alla precederne 4 
la Spirale di Archimede, e si concepisce genera- 
ta da un punto C, che scorra con moto unifor- 
me std raggio CB mentre questi compie una ri- 
voluzione, e cosi in seguito. Da ciò ite deriva 
che I' arco circolare u percorso dal punto C sta 
alla parte di CB , cioè al raggio vettore f , 
corrispondente al punto della spirale ove C esi- 
ste, come 2ìt: i , e però si ha l'equazione u=a!r.(, 
dove può sostituirsi stt~+u, far— hi ec. per u. La 
curva è dunque composta d'infinite spire, pas- 
sa pel centro C e per l'estremo del raggio CB, 
del doppio, del triplo ec. di CB . 

Si vedrà nel Calcolo Differenziale che la sot- 
langente è —~, e che l'aja della r." spira è il 
terzo del circolo descritto col centro C ed il 
raggio CB. 

g. 28D. Sopra ogni raggio CM , di un circo- 
lo "il cui diametro AB , si prenda una parte CN 
media geometrica fra 1' arco AM ed una retta 
data: per tutti i punti cosi determinati si fac- 
cia passare una curva e si avrà la Spirale para- 
bolica , la cui equazione è au=l 2 , dove a è la 
retta data , u V arco AM , 1 il raggio vettore CN: 
ella passa dunque pel centro e si estende all'in- 
finito . 

S- 286. Col centro in C e con diversi raggi 
presi sopra un indefinita retta CU si descrivano 
altrettanti archi di eguale lunghezza, e la linea 
che unisce gli estremi di tutti gli archi, che si 
suppone esser molti ed assai vicini, costituisce 
la Spirale iperbolica di Gio. Bernoullì . Sia r it 
raggio di un cìrcolo regolatore su cui si è pre- 
so uno de' predetti archi, tutti eguali ad a , e 
congiunto C con l'estremo di un altro arco este- 
'9 
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ricreai precedente, dicasi u l'areo-del circolo 
compreso tra la CH e la retta tirata da C all' estro- 
ino anzidetto, t la retta stessa di cui si tratta, 
la quale noti è altro che un raggio vettore del- 
la curva. È ciliare che si ha u;r;;a;t, vale a 
dìtelu=ar, equazione analoga a quella dell'iper- 
hola fra gli assintoti f>54) . Si osservi che la 
sostituzione di w-W(, l\r~\-u eo. per u succes- 
sivamente diminuisce il raggio t senza ridurlo 
mai a zero, e si vedrà che la spirale iperbolica 
si accosta con infinite spire, decrescenti verso il 
centro C senza giungervi mai . 

Si osservi altresì, che i successivi archi tan- 
to meno differiscono dalla linea retta , quan- 
to è più grande il loro raggio, e si vedrà che 
l'arco situato ad infinita distanza equivale ad 
una retta eguale all'arco a preso sul circolo rego- 
latore, che in conseguenza, se alla sinistra dell as- 
se CH si conduce una retta indefinita , paralle- 
la a detto asse , e posta alla distanza misurata 
dall'arco a rettificala, tal retta dev'essere un 
assintoto . 

Si vedrà nel Calcolo Differenziale che la sot- 
langente è costante ed —-a. 

§. a8y. Una curva spirale che faccia con tut- 
ti i suoi raggi vettori lo stesso angolo i dicesi 
Spirale logarìtmica, ed ha per equazione l.i=-— 

dove r è ra ggi° di un circolo regolatóre, u l'ar- 
co dj esso computato da un determinato punta 
sino a quello in cui è intersegato dal raggio 
vettore / . u 

La trasformata fc=e r * an '^ dimostra, che mentre 
le ascisse a crescono in progressione aritmetica , 
Variano in progressione geometrica i raggi . 
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La solita sostituzione di 2W— t-u , fa ec. per 
u fa vedere che la curva dilatasi all' infinito . 

S- 288. All'estremo 3 ( F." 66; di un diame- 
tro circolare AB (=2/-), li concepisca una tan- 
gente indefinita; per A un sufficiente n.° di se- 
ganti come AMR, che traversa la tangente io 
M ; partendo da R prendasi RN=zMA, e la serie 
de' punti N formerà la Cissoide di Diade. Sia 
JÌQ=x, QN^y, e siccome i trigoni APM, NMS, 
dove N.H=BQ, sono .."uali e perciò 
AP(~NS)=BQ, come pure BP=AQ, si avrà 

-iPOfr-x^RAfjyST^^): :AQ(x):NQ(j) , 
• quindi y\ìr~x)e=x^ , ossia 

Dunque i.° le a:, y svaniscono insieme e per- 
ciò la curva passa per l'orìgine A; x.° Siccome 
ad x^-ir corrisponde j=;=t^_ r c=^:uo , la cur- 
va ha per assintoto la CBD: 5.* Laj divenen- 
do immaginaria quando i<0 e quando x>zr , 
non esiste punto dalla curva ne al di sopra del 
vertice A, nè al disotto della CBD. 

§. a8cj- Se un indefinito numero di raggi con- 
dotti da un punto C (F." 67) si tagliano con 
una retta Et, e poi si prende DB=PM= ec. 
— a, i punti B, M ec. spettano alla Concoide 
di Nicomede. Sia ZJQ=c, AtfQ=y, CD=b e si 
avrà 

ossia y''~i-2by i -^a 1 -b' i -^3:' 1 yy a -2a 1 by-~a I b'''; 
ma questa equazione è troppo complicata. Fa- 
cendo in vece MN (parallela ad EF) =y , 
CN~x, si ottiene 
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CMtfx l -+y*) : CN(x) \ : PM(a) : DN(x-b), 
d'onde (_x-b)' i (x ì -y l )~a'''x2 e però 

Questa c'insegna i.° che la y diviene imma- 
ginaria quando x->a-+b perchè risulla 8*<{aì-A)*j 
e che tale altresì riesce allorché si ha cc<-b-a. In- 
fatti x=b-a-4 produce il rapporto a 1 -^(b-a-i-b)* 
ossia a s <(o— , che dipende da quest'altro 
o<2a^-+J 2 , sempre vero qualunque valor rea- 
le diasi a $ . Dunque la curva non oltrepassa 
il punto B al di sopra di EF, nè il punto A, 
essendo CA=b-a, al di sotto dell' anzidetta EF '.. 
a.° Che ;c=:o, y.—o , spettano al punto C divi- 
so dalla curva e che dicesi conjugaco : 3.° Che 
x=b dà. 7"==fc3o e perciò la perpendicolare 
sulla metà di AB, è assintoto della curva: 4.° Che 
atteso il doppio valore uguale, di segno contra- 
rio, competente ad y, esìstono due rami eguali 
esimili da una parte, due altri eguali e simili 
fra loro, ma non ai precedenti, trovansi dall'al- 
tra dell'asintoto. 

Sopprimiamo la generale teoria delle Concoidi, 
ed invitiamo i lettori a consultare una memoria 
di La Hire negli Atti della R. Accademia di Pa- 
rigi per l'anno 1703. Possou' anche vedersi i rap- 
porti della concoide con la teorica del lofno 
figurato: {La Condamine Acc. cit. art. 1734- ) 

§. 290. L'equai. y i -+(2X :t -a l )y' t -+x <, -Hi*x % i=Q 
rappresenta la Lemniscata di Giacomo Bernoulii. 
Risolvendola (3 a) si ha 

k e però i valori A' y sono quattro , come (F.'68> 

prt, pn' pm,pm' , eguali a due per due finché 
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bf, bg , eguali a =±laV+ quando x —3-7- ; e 



due pur sono, cioè ed, ce, espressi per 
y— :±V(|a*:*£a*) allorché si fa :r=o. La cur- 
va noo si, estende al di là dell' ascissa per- 
chè le_y divengono immaginarie. Il punto C è 



CAPITOLO Vili. 
Delle Superficie curve. 

$. 291. L'equazione di una superficie curva , 
siccome rappresenta tutti i punti dello spazio a 
cui ella corrisponde, dev'essere fra tre coordi- 
nate, e perchè Ax-±By-±Cz-+D=0 esclusivamen- 
te appartiene ad un piano (174) il grado del- 
la medesima è superiore al 1.° Ciò peraltro non 
basta, e bisogna che, qualora si risolva per rap- 
porto ad una coordinata, per esempio alla z, 
dia, dentro certi limiti, uno o più valori reali. 
Come l' ipotesi z~o dava ( §. cit. ) la traccia del 
piano su quello delle x,y, cosi, trattandosi di 
una superficie curva, l'ipotesi precedente si ri- 
ferisce all'intersezione di essa e del piano xy , e 
perciò l'equazione residuale dopo l'evanescenza 
di z, rappresenta la curva comune ad ambedue 
le superficie : supponendo z-=c « hanno le se- 
zioni fatte con un piano parallelo ad xy , e da 
esso distante di una misura rettilìnea =C . 

§. 292. Quando nell'equazione di una super- 
ficie, che supponiamo di a.° ordine, e perei* 

1 
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espressa con un'equazione di 2.° grado in x,y, z, 
manca la prima potenza della z, si hanno per 
z due valori eguali e di segno contrario; per- 
ciò il piano xy bipartisce la superficie ed è dia- 
metrale . Dicasi lo stesso per rapporto ad x e 
ad y, e si concluderà che i piani coordinati so- 
no tutti diametrali quando l'equazione sia della, 
forma Mx ì -i-Ny' 1 -+Pz'- 1 - Q . 

I predetti piani diconsi prìmùrj se s'intersega- 
no ad angolo retto; si distinguono col nome di 
Conjugati quando, sotto qualunque angolo s'in- 
contrino, uno biseca le corde parallele all'altro. 

Un punto talmente situato, che tutte le cor- 
de per esso condotte vi restino bipartite, è il 
centro della superficie, e si vede ehe vi corri- 
sponde l'intersezione de'piani diametrali primarj. 

Tra le superficie di ordine alcune hanno 
centro, altre ne *>no> prive: converrebbe discu- 
tere la loro equazione generale 

Ay*-+Bxy+ Cx 1i -ì-Dxz-+Eyz-+Fz*--i-Gy~i-Hx-+lz=L...(ij 
con un metodo analogo a quello del $-120, per 
riconoscere le condizioni da cui l'esistenza del 
eentro dipende, ma tale indagine oltrepassa la 
sfera di un elemento, ed attesa anche l'angustia 
del tempo a noi concesso, siamo costretti a ri- 
stringere l' esposizione de! presente argomento , 
limitandoci ad un saggio sulle superficie, sferi- 

aioni sul cono-cuneo, sul cilindroide e sulla in- 
tersezione di due superficie curve. 

§. io,3. Chiamando a, (3, y le coordinate del 
eentro di una superficie sferica riferita a tre 
piani ortogonali, ed x, y, z quelle di un suo 
punto , facilmente si ravvila essere 
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e che, posta l'origine nel eentro si ha 
J"-+7'-Kr»=r» .... (5) 

Tale infatti è il simbolo esprimente i punti 
dello spazio, posti alla distanza r dall'origine 
(168). Baita combinare la precedente con z=h, 
por avere dalla y*-t-X a =ir*-h* , la proiezione 
sul piano xy della 1 sezione sferica, falta con un 
piano parallelo ad xy , e da esso distante di una 
misura lineare h ; proiezione, che atteso il pa- 
rallclismo del piano Segante , non differisce dalla 
sezione stessa , ed è un circolo avente il cen- 
tro nell' origine , il raggio =V (r' i -h^') . li piano 
divien tangente quando k=r , e siccome la pro- 
iezione si riduce ad y 2 -ke a =:0 , ossia )y=o, x=ù\ 
simbolo dell'origine, il raggio al coniano è per- 
pendicolare al piano tangente . 

Combinando con l'equazione (5) quella di un 
piano ax-^by—^-ci— d , e ciò mediante la elimina- 
zione di una coordinata , per esempio della z, sì 
ottiene l'equazione ellittica, 

Q> 1 -+c*')y' i -+ r a' i ->rc''')x'-~*2abxy-'ibdy-2a4x=r a ~d' 1 '■ 
ma si sa dalla Geometria che qualunque sezio- 
ne sferica è circolare: dunque la proiezione di 
un circolo su di un piano ad esso inclinalo è 
un' ellisse . 

La successiva sostituzione di o per X,y, $ 
nella forinola (1) dà subito ciascuna delle sezio- 
ni fatte dai piani coordinati, ed ìl risul lamento 
dimostra che in generale può ella essere una 
qualunque curva di 2° grado . 

Le sezioni provenienti da piani ohe si succedano 
con una determinata legge, opportunamente ser- 
vono per. riconoscere l'andamento ed i limili 
della proposta superficie. 
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§. 2g4. Essendo (x t ,y,, z,) un ponto dato in 
una data superfìcie sierica, si può determinare 
l'equazione di un piano che vi passi toccandola. 
A tal' effetto sia p{x-x^<f(y~y,}r+i-Zi= O il 
piano di cui si tratta, e siccome il raggia tirato 
al contatto, raggio le cui equazioni sono (169) 



"rr 

dev' essergli perpendicolare , d' uopo è (176) che 
si abbia 



e tal condizione emendo caratteristica esclusiva 
del piano tangente ( §.prec. ) , ne segue che l'equa' 
zinne richiesta, fatta la sostituzione di /-* per 



e perchè l'origine può suppurai nei centro, si 
ha più semplicemente xx.-^yy^zz — r s . 

§ 295. Calcolando Varbeloide, cioè il volume 
generato dall' ttrbelo (218) mediante la rivolu- 
zione del semicircolo A'iB (F.* ^H") intorno al 
diametro AB, posta AD—zx, si trova 

Arbeloide =\T[r i ~x 3 -{r-x) i '\=lyT r r-xyxr : 
risultamelo che somministra uno specioso teo- 
rema , ed è : 

Teor. Che l' arbeloide equivale al cilindro in- 
sistente sul circo/o che ha per diametro l'ordina- 
la Dm , e la cui altezza è il doppio diametro 
delta sfera, cioè zAB . (*) 

Pi >.r.»i A*,* -Wr>-x»-(r-x)»]=r(r-«c> , . 

•ir. il coi diam, Dn=T{r~x)x . 
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$. si)(ì. Un cilindri) retto equivale ad un siste- 
ma di rette, sui punti del perìmetro del- 
la bau?, piipendieolaniieiiie al di Iti piano; ba- 
sta ÒU(ic|uir l'equazione della buse (chedaliron- 
du ii differisce da qualunque tenone paralle- 
la) per mub.ilpuaiarne ld posizinne e la (biuta. 

Il sistema dell' equazione (=) {$.39$.) e di 
quella di un piano condolili pel etnico (a, f3. y ,) 
cioè ^fz-jO-HKy-Jìj-KC-as- o , dove p, q de- 
determinano l'inclinazione del piano su i piani 
coordinali , rappresenta nello spazio il circolo aven- 
te il raggio =r , e se ne ottengono cot solito me- 
todo le projezionì ■ 

Per la ricerca dell'equazione cilindrica gio- 
vando assai che la ba-e sia opportunamente col- 
locata , prescindiamo dalla considerazione di un 
circolo comunque situato nello spazio, e lo sup- 
poniamo nel piano yz, col centro nell'origine, 
onde avere per esprimerlo, il semplice sistema 

Cui posto Sia \y=OA-yx , z^bx-+-$\ .... (ii) 



della base, 
generatrice ; 



lì dal per 



.eguei. 
rallelo 



ì ha ii fa 



ni (.,). (5), don 

Cosi d'altro più 1 
re a tra le due 
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y—ax-¥a e z=bx-¥V(r 1 -tt*} ; 
per Io che si deduce dalla i." «^fjf-oaO* , e 
la 2.', ossia (z-bx) 2 =r' 1 -a. a si cangia nell'equa- 
zione richiesta (y-ax) x -+(z-bx') !l =r i ; equazione 
che si riduce ad y 1 -+!. s =r' 2 , simbolo della base, 
quando il cilindro è retto, perchè Si generatri- 
ce , dovendo essere perpendicolare al piano yz , 
si trova costantemente in una posizione paralle- 
la ad Ax , tal' è pur quella delle sue proiezioni , 
e da ciò proviene X evanescenza delle tangenti 
a , b (167) . (*) L' esperienza farà vedeie che per 
procurarsi tutta la possibile .latitudine , sovente 
giova rappresentare il cilindro retto di base cir- 
colar a , con la più generale equazione della sua 
base Cy-t-c) a -4-(z-+rf) a =f a . . . (6) , dove sono an- 
che supposte negative le coordinate centrali c, d. 
$. 297. Il sistema (4) combinato con la generatrice 

obbligata di passare per un dato pùnto (x lt y lt a,), 
previa la nota sostituzione di j.a / per si can- 
gia in quest* altro 

La i.'.in forza dell' ultime due, diviene 

d' onde /.a^^-YV-Cr .-a,*,)*] i 
perciò l'equazioni cbe debbono dare, elimina- 
ta a t , quella che si desidera j sono 

e la 2.', perchè a^^J- & 

f*l », y l« rm 6 . digli indoli di A* con- Lt iMpfifivtf proili. 
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si trasforma in 

la quale , fatta la trasposizione del i.° termine 
del membro , indi la riduzione ed il qua- 
drato , diviene 

ossia (XyrX^+ixZrxpY^^x-x}* ... (7) 
Per un cono retto è yj=o , Zf=0 , e l' equazio- 
ne dèlia sua superfìcie riducesi ad 

dove -^-=tan. ang. della generatrice eoll'asse x r 
Detto h l'asse si ha dunque A*fy a -w a )=/-*(A--;r) 4 . 

Per avere un'equazione anche più semplice si 
supponga il vertice nell' origine A (F." 69) ed 
essendo MN=z si avri MN(z): AN(V x'^-Ty 1 ) '. '. hr 

cioè /■»z»=A*(s? a -H7'») (8) 

Eliminandone 2 mediante 1' equazione 

t=sa&+by-¥d sì ottiene 

(r*b 1 -h 1 )y a -nr s abxy-*(r 2 'a ;i -!i ì '}x !l -+ 

e questa si riferisce alta ellisse , alla parabola , 
all'ìperbola, secondo che sia 

fa* , = , <rVa*^+S* ; 
la sezione non diventa circolare che quando il 
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piano segante è parallelo ad xy, il che suppo- 
ne a=o, 6=0 e z— d; allora risulta identico il 
coefficiente d"y* e d'* a , e svanisce quello d'xy 
a tenore di ci6 che si vide C'74) ■ Anphe 
l'equazione (7) condurrebbe ad un risultamen- 
to analogo . 

§. 298. Una retta y— ax-ì-ct , z=bx-+fi , tale 
clie per essa ed Al non passi un piano, mova- 
si circolarmente intorno ad Az . Siccome il rag- 
gio varia con la distanza dal piano xy, se si 
suppone z - ^, in un punto qualunque (x,y, 1) 
della generatrice, si ha per esprimere il circo- 
lo descritto dal predetto punto , il sistema 

•=», x'^y'=fi : 
Tra questo e quello della generatrice si elimi- 
ni x,y e z, ed avendo ottenuto 

/,J=(ffJ^) 3 -+(tó-t-f3) lt f 
si vedrà che per devenire ad un'equazione espri- 
mente il sito di tutti i punti della generatrice, 
considerata in tutte le posizioni possibili, rii.ó 
l'equazione del cilindroide, non resta che sosti- 
tuire iMy 1 per fj- e z per S, il che dà 

Si elimina il 2.° termine del 2.° membro onde 
averne un'altra sotto la forma più semplice 

Cu-t facilmente si riconosce che il cilindroide 
coincide col volume generato dal perimetro <]i 
un' iperboli! , rhc si aggiri, sempre alla distania 
del i," semiasse, intorno al 2". Basta congiiin- 
geie il centro con hi sommità della y, ed os- 
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servare che questa retta • la Z risultano coordi- 
nare dell' tpei buia generatrice. (*J 

5- 399. Abbiasi un semicircolo BmC (F/70) 
perpendicolare ad un rettangolo Bb: da un pun- 
to p del diametro si conducano le poi , pr, per- 
pendicolari ad ABCx ne' respettivi piani, e le 
rette "mr ordiranno la superficie curva , della il 
Cono-cuneo di /-r'fl//;'j,superiìcie la cui equazione 

(irx~x b )(6-e) !"= 4 a y a , 
dove x, y, z sono le coordinate Ap, pn, nq di 
un punto q della mr , si ricava dalla proporzio- 
ne , il cui simbolo è 

mpiWrx-x*') :pr(=b) : \ mn(V zrx-x 2 -/) : nq(z)- 
Quando la ba fa un angolo 0 con Ax il cono- 
cuneo diviene acuminalo, e chiamando d la di- 
stanza tra '1 punto B e quello in cui la ba sega 
Ax , si trova l' equazione 

'd+x¥j*Un.H=(*rx-x*)[(d- + x)i™.<!-zY . 
Per concepire la più ampia e comple'a ito* 
•clone d.-l cono cuneo fa ri' uopo sostituite alla 
retta ab ed alla semicirconferenza BmC due cur- 
ve qualunque , i cui respettivi piani .ieno tra 
loro perpetidiccdari . In tale ipoleii , chiamando 
1.1 mp <rd /.» li rp, ordinata di un puniti r 
della a." curva riferita agli assi Ax^Az, <\ ba 
dalla solita proporzione 

$. 3no. L' intersezione di due superficiedi a.* or- 
dini; ('; sovente dotata di doppia curvatura , quaf è 
quella di una curva piana che si adatti sulla 00 ti- 
fi Il P. ettolitri fu il primo i contemplargli raptriìcle dì cui 

si è sii.tiiii.l- .iiifiiu Ji .-.-.W.-.j.uV , imic più icmpli» e ' 
fuise più il^ilficatiu , 
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verità di un cilindro , e si rappresenta con due 
prelezioni , che mediante la successiva elimina- 
zione di due coordinate, traggonsi dall'equazio- 
ni delle superficie proposte. Ecco un metodo per 
riconoscere quando l'intersezione è affetta di sem- 
plice curvatura , e tutta per conseguenza esiste 
in un piano . 

Pongasi z=(px-*-by-+d')!C , nell'equazione di 
una superficie , e se la risultante può ridursi 
all'identità eoa quella, che nasce dalla elimina- 
zione della z fra 1' equazioni delle due superfi- 
cie , l' intersezione sarà una curva piana : nel 
caso contraria non sarà tate . 

Le superficie intersegate essendo per esempio 
sferiche , e respettivamente espresse per 

dove A 2 — r / »-r a -« a -fl B -7* . Ma sostituendo 
— (ax-t-ty-Kf) per z in I 1 -ty B -i-z'=r !1 si ottiene 

e questa si rende identica alla prec. con fare 

o=i« , b— a(3 , c—-iy, d—-l?. 
Dunque l'intersezione di due superficie sferiche 
è una linea dotata dì semplice curvatura , ed 
esiste nel .piano 

ai-H^-yz^A 1 . 
Facendo la stessa operazione sull'equazioni (6) , 
(8) si scuopre impossibile la richiesta identità , * 
e perciò si conclude essere doppiamente curva 
la linea d' intersezione tra '1 cono ed il cilindro , 
r uno e l'altro da noi , per comodo, supposti 
retti e di base circolare. 
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AVVISO DELL'EDITORE. 



ffet provvedere at comodo ed al profitto degli 
studiosi riuniamo qui lo postille per Inavvertenza 
omesse, agli schiarimenti che l'Autore ha imma- 
ginati durante la spiegazione delle prime 10S. 
pagine . 

Pag. 14 - lin. 14. Infatti se m>n ed =«-+-/) 
J* jht ■ 
si ha — =-£-a T =tf =0^* , 

dove m-n è il valore di p dato dall' eq.m=n-¥p . 

Pag. 16 - >f. quindi non 51 massimo diviso- 
re di 5~9,r-t-ri ed A^qB-i-r nel 1.° caso;ooji 
di r=z ?s r I -w, 1 , Bi^ec. ec. nel 2.° 

Pag. 48 - 4 Si ha pure 

a° .a 5 .a 5 .a 6 ,a 5 =a' .a 5 =0 1 .a 6 =a : dunque 

V o 5 *.a™ ossia a 1 '.a 6 =a 5 5 , e 

Va .a = a'.a'=a 5 ~. 
P.g. 48 - ,„ 

a'\a m .,.(! voi. )=\/a".V / a n . . . (i voi. y^/é*^ eri 
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Pag. 4 9 -4 Infatti se BJ=af3 àbi, P m =p a & , t 
posto P m =K^, con fare la potenza /3 si ottien* 
f " r . . . f(3 vol.)=V/y'/>. . . . (J3 voi.) 
=^=^iM=/> a =ff, e però 

Pag. 65 - so. Nota. Infatti JL=-ì-|-£_ ec. 

b-b b b 

se a>^r, è =oo; 

e dalla noia eq divis.'*' X quoz."- — dividi»- X i 
apparisce che il quoziente non pu6 subire un'in- 
finita diminuzione, spati che ne derivi un'egua- 
le aumento del. quoziente . 

Pag. 84 - 1 1 Nota . A rigore ~ è va infinite- 
simo dell'ordine stesso a cui appartiene l'infinito 
o* ; alla proporzione inesatta — : J- : : i : o OT dee 
60-liluirsi '_; ;j .o 00 "' ) c questa ha un si- 

gnificato molto più ampio di quello chi: bisogna, 
per concludere che equivalga ad una quan- 
tità ev.ine-cenle : ciò peraltro, in vece d'inde- 
bolirla, rafffirsa la concili. ione , e rimani; intan- 
to adeguatamente provato, che anche quando a 
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sia un piccolissimo a." ->\ , esl-f-J, è (-^) , 
in confronto di qualsivoglia quantità finita, sem- 

P Pa^. 94 - 30. Nota. Si prescinde dall' ipot. 
che si conosca il termine generale I, perchè in 
tal caso l'inserzione di m termini si ottiene so- 
stituendo — , — , eo. per a in i. Sia la serie 
algebrica di 5.° ordine 

O, :5, 41, 87, iGa, 373, ec. 
per cui ;=3(a5n-i-2/i > -r'3/i 3 ) , e si vogliano in- 
serire due medj . 

La semplice sostituzione di 1, f ec. per 

e questa nuova serie , siccome dedotta dalla stes- 
sa formala, ha necessariamente le differenze ter- 
ze costanti , e però soggiace alla legge che ca- 
ratterizza la proposta . Infatti si trova 

5g 44 52 63 differenze , • 

9 ' > ' 3 ' 9 

JL, JL, il differenze al* 

ssa 

A , _L differenze 3.* 

Pag. io5 - i3. Sia per esempio n»=3, e di- 
vìdendo 

x*~+p t 3?-*-p i x-t-p 3 (=X) per x-a, si avrà 
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Dunque R coincide con la proposta ove ai fac- 
cia ma tal sostituzione per ipotesi la ve- 
rifica, cioè riduce a zeta la somma de' suoi ter- 
mini; e del tutto conforme è il risultamene a 
cui si giunge operando su qualsivoglia equazio- 
ne de' gradi superiori, giacché per l'equazione 
general© X si ottiene 

dunque ec. 

Pag. 106. - 8. Nota. Per inavvertenza si so- 
no fatti positivi tutti i segni, ma ciò non pre- 
giudica, perchè la maniera con cui ciascun coef- 
ficiente è composto delle risolventi non dipende 
dal segno delle medesime, e d'altronde non ev- 
vi ragione di assumerle positive piuttosto che 
negative . 

Pag. 276 - 6. Nota. Tutte le rette FL sono 
bisecate in E dalla perpendicolare ad Ax in A; 
l'incontro delle perpendicolari in E con le re- 
spettìve parallele per L ad Ax, costituisce al- 
trettanti punti della parabola, e purché assai 
vicini , comodamente ne adombrano il perimetro . 



AVVERTIMENTO DELL' EDITORE 

AGLI STAMPATORI ITALIANI. 

^^uesto libro è proprietà dell' Autore , e se alcu- 
no si arrogasse il diritto di riprodurlo , egli ren- 
derebbe falsa la speculazione di lui, rilasciando il 
libro stesso corredato di variazioni e giunte, ad un 
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Pag. 147 -3.... 647. 
=5-8... fei(»-OiP" 
32 -G di (on.. ..a' . -. 



5o-a4 ay/b*c->ra' 1 bc 3 d. 
54 - 4 di fon Nota 

V ioocoi -, 

65-8 di fon. 

■<fl(. , ri*M|«'-+.8|** 
■*AB\n -+8C 



82 - li. ul fl_f . 

83 - i6...*s«T ... 



3o 9 

CORREZIONI 
63 7 



V'ioooi 
-H>,868588 



— -1...2 esendo.... arn essendo 
icq-li-ul pma p lm 

Il - II .■■ p , |/"...-4-/L,|/-. . .-^ 
.8-4. ..(,-,) 

75 . La nota , eccettuate le due prime linee , 
doveasi collocare in seguito di quella della 
p.g. r 7 5. 



240 - 4 di fon. . 



a36- i 7 .„(F/sn 

1 ' n...(t".'4o). 



a" 

...(F.-4,) 
...(F.-43) 
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Sf&jaciisepti ppf alcune pagine posteriori 
ali* ioti. 



P. U2 — Nota. Moltiplicati i successivi ter- 
mini della proposta per t,A,A',A 5 , 
si fa x— r— 'jiB e nella trasformala 
scrivesi E per ^B. 

P. 122—19... innanzi a deriva: dove il 2.» 
rapporto equivale a 

3«'-2a-V / 3^+;3>o J «oè(«V3+ V/3)^>o. 

P. i3g-2 . . , se pari 

se pari; vicev. se r<o. 

P. .5o-io. 



ien.a , J cnl-a 

P. 2!o—3... Basta eliminare dalla form. (10) 
a e b spettanti ad R , ora ignota . 

P. 255— penul dopo <3. ... 

Presa sulla CD una retta CA-'fp, 
la parallela per d ad Ali sega il pe- 
rimetro nel richiesto punto G . 
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P. z5q— \\. In fatti si ha per costruzione 

MI— MF ; inoltre TI=TF : dunque 
k T'M è perpendicolare ad IF, la 
bipartisce e (2ó5) tocca la curva in M. 

P. 265— ult. per ottenere , mediante la .sosti- 
tuzione di —db' in vece di 

a , y,'~AV , (248) 
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SUPPLEMENTO 

AIE Errala degli Elementi d'Algebra. 



ig. 5 7 tfi4 . . . Op. cit. . . . Scien. del Cale, 
46-i5 . . . (3tfS (a 

5i-i 7 - , . 10(3-^). . . io(a+by 
58-ai . . . a '=S . . . a s = 8 

33 ... di S ... di 8 
6r-4 di fon. . . . /(Ve') . . . l(b.ch 

7°~'3 • ■ ■ . . y=n y=t-+ K 

b di fon. . . . d' onde ■ . . Inoltre 
I0« §. 90IÌ.4. . . nella pred. ipot . . . , 

nell'equaz. del a." gr. 
ji6-ro .'. . a*-b* . , . a*-b 

5 di fon. . . . (aggiungasi) sostituen- 
do bv-i a V-5 : ' 
. , , r>o . . . r«co 
4 .... (-iy>o . . . (-i)* <0 
.... lire ... . scudi 
i53-ia e i3 . . . (m-±i)a , . . ma 
■5 . . . =a,5,4,5,S . . . =3,4,5,6,7 
'9 ■ • • 047 n=" I) • ■ • (i5o n.* I) 

164-uit. . . , , , "zi. ; , . , . -^-j. 

174-14 • - . oos. DCF . . . cot'cDF 
ao5-iS ... 178 n.° II . . . ,, 9 

« ... 344 16S 

a 10-8 H., il 

=67-9 .... (|C/) 3 .... (CO 1 " 
a 7 3- 7 di fon QMANR . . . Q'QAPR 
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. divisore 

■ p» B . .7 
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